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内 容 简介 


本 书 愉 太 学 数学 的 基本 内 容 为 素材 ,着重 介 绍 大 学 数学 解 训 的 通用 原则 ,主要 
广 法 与 技巧 ,并 通过 1 009 个 例题 曾 释 所 介绍 方法 的 具体 点 用 ,其 中 不 少 解 题 的 思 
路 和 方法 信人 拍案 叫绝 。 

本 蔬 庄 言 生 动 ,编排 独具匠心, 循序 渐 进 , 其 有 很 强 的 引导 由 和 和 启迪 性 ， 尤 其 特 
缠 的 是 ,. 它 把 那些 原本 平凡 然而 恰 怡 因 其 平凡 而 常常 被 乱 略 的 已 路 和 方法 整理 成 通 
用 而 高 效 的 系统 解 题 方法 奉献 给 起 者 。 该 党 死 书 ,你 将 发 现 其 实 你 本 来 就 有 足 骨 的 
能 力 面 对 那些 性 难 的 数学 问题 : 旧 旧 让 人 首 苦 的 数学 解 题 耐 今 会 变 得 伐 有 兴趣 并 旦 
引人入胜 惊人 本 书 中 获得 的 甚至 特 不 仅仅 起 解 题 的 收 花 。 
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你 大 概 有 过 这 样 的 体验 :一道 难 对 付 的 数学 题 使 你 伏案 终 
日 , 统 尽 脑汁 而 无 以 为 计 , 你 在 诅 丧 之 余 , 可 能 会 坚决 附和 一 种 
流行 的 看 法 :天 下 再 没有 比 解数 学 题 更 令 人 性 屎 .烦躁 的 事 了 ! 
不 是 吗 , 当 人 人 们 过 到 灶 手 的 事 时 ,常常 愤愤 地 说 ;这 简直 如 同 解 
数学 题 一 样 ! 、 

不 ! 事 铺 根 本 不 是 这 样 ,数学 中 国 然 有 不 少 难题 ,然而 ,今日 
大 学 生 在 完成 其 必要 的 数学 训练 时 需 解 决 的 问题 ,不 仅 无 登 天 
之 难 , 而 且 大 多 具有 很 强 的 规律 性 ,或 许 比 其 它 课程 的 问题 更 好 
解决 ,如 果 你 能 掌握 其 中 的 规律 ,必定 芭 骞 顿 开 ,疑难 尽 释 ;你 会 
感到 解数 学 题 不 仅 不 是 一 种 痛苦 ,而 旦 还 是 一 件 乐事 一 一 这 就 
是 本 书 要 告诉 你 的 。 

你 看 了 本 书 的 标题 解 题 的 艺术 ”, 必 定 会 满怀 希望 从 书 中 
莫 得 某 些 “秘诀 ”使 得 解 题 时 化 险 为 夷 。 你 确实 会 发 现 , 本 书 提 
供 的 许多 方法 有 简捷 明快 的 效果 ,然而 ,这 些 方法 完全 基于 合理 
的 , 甚 宝 是 很 平常 的 思考 ,并 不 具备 特别 的 技巧 ,因而 很 难说 是 
秘诀 。 须知, 真正 有 价值 的 富有 生命 力 的 方法 , 壤 是 那些 呈现 明 
显 规律 性 因而 有 广泛 应 用 的 方法 ,这 种 方法 所 依据 的 原理 往往 
极其 简单 ,以 至 因 不 引 人 注 意 而 被 忽略 ,使 得 本 应 是 很 普通 的 方 
法 竟 成 了 秘诀 ,一 旦 这 些 方 法 被 透彻 了 解 与 掌握 ,就 会 成 为 常规 
的 方法 ,反之 ,一 种 仅仅 用 于 解决 个 别 间 题 的 方法 ,无 论 构思 如 
何 巧 她 ,也 只 有 孤立 的 价值 ,这 种 * 秘 读 ”, 不 在 本 书 讨论 之 列 , 如 
此 说 来 ,本 书 所 称 的 “ 解 是 艺术”, 乃 “ 通 用 而 高 效 的 解 题 方 法 ”之 
谓 也 . 唯 其 道 用 , 才 值 得 推广 ; 唯 其 往 捷 明快 , 才 显 示 出 * 艺 术 ” 鬼 
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力 。 本 书 作 者 曾 在 所 著 《 现 代 分 析 引 论 } 一 书 中 宣称 ,简单 即 美 ， 
似乎 应 成 为 数学 的 烙 言 .”" 此 处 不 妨 重申 :数学 思维 的 艺术 ,首先 
体现 在 “简单 ”之 中 。 

本 书 将 解 题 艺术 建立 在 四 大 基本 原则 之 上 :简化 原则 ;对 称 
性 原则 ;转化 原则 ;RMI 原则 ,对 这 些 原则 的 系统 阐释 ,自然 构 
成 本 书 的 轩 章 ,它们 是 本 书 的 核心 内 容 。 为 了 对 主 变 原则 的 阐述 
有 所 淮 备 ,本 书 第 一 、 二 两 章 分 别论 述 了 “演算 ”与 证明” 两 大 类 
问题 的 特点 与 解法 概要 。 最 后 两 章 讨 论 不 等 式 与 等 式 这 两 个 专 
题 ,它们 对 于 大 学 数学 训练 的 重要 性 是 勿 青 置疑 的 ,而 且 用 于 解 
释 四 大 基本 原则 的 具体 应 用 亦 很 合适 。 

本 书 理所当然 地 包含 了 大 量 的 便 题 ,这 一 方面 荐 为 了 尽 可 
能 独 盖 大 学 数学 的 大 部 分 内 容 ,使 读者 更 多 地 获 益 ;同时 也 是 为 
了 强调 :本 书 所 提倡 的 方法 有 足够 的 通用 性 , 当 你 看 到 一 种 方法 
能 有 效 地 用 于 十 个 以 上 的 饮 题 时 ,你 无 疑 会 有 信心 将 此 方法 用 
到 更 多 的 问题 上 去 . 仅 育 一 部 分 例题 作 了 较 详 细 的 解答 ,其它 例 
题 则 只 有 提示 或 答案 ,详细 地 解 出 这 些 问 题 , 正 是 读者 自我 测试 
的 良好 机 会 ,为 此 你 不 免得 费 点 时 间 。 为 了 掌握 解 题 这 门 艺术 ， 
你 大 概 会 乐意 付出 这 点 代价 。 

本 书 各 章 之 间 的 相互 联系 与 交织 是 如 此 明显 ,以 致 常常 难 
于 决定 某 些 内 容 该 置 于 何 处 才 最 为 合适 ,首先 , 几 个 基本 原则 就 
远 不 是 相互 独立 的 ,例如 ,对 称 性 原则 当然 是 简化 原则 的 一 种 形 
式 ;而 简化 必然 是 某 种 转化 。 其 次 ,一 个 稍 复杂 的 问题 的 求解 往 
往 需 兼用 多 种 方法 ,这 种 情势 使 你 注定 要 面 对 穿 搬 交 错 的 图 景 ， 
它 确 有 些 令 人 茫然 失 据 ,一 时 难以 理 出 脉络 分 明 的 头绪 .但 得 立 
即 提醒 你 ,绝对 不 应 为 此 而 烦恼 1 如 果 你 在 细心 探究 一 道 题 的 解 
法 时 发 现 , 它 琶 体 现 了 对 称 性 原则 ,又 体现 了 转化 原则 ; 它 既 具 
典型 的 远 辑 特征 ,又 具 分 明 的 直观 形态 ,…… 你 不 为 新 体验 到 的 
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事物 的 多 样 性 与 丰富 性 而 激动 吗 ? 况且 ,无 论 我 们 喜欢 与 否 , 事 
物 本 身 就 是 这 样 的 ! 我 们 永远 也 不 要 指望 设计 出 一 些 各 自 独立 
的 范畴 ,使 得 所 考察 的 问题 各 有 所 属 而 互 无 纠葛 。 数 学 乃至 整个 
科学 ,原本 是 一 个 无 法 分 割 的 统一 体 ,对 于 部 分 的 理解 与 掌握 应 
随时 与 某 种 整体 的 方法 论 体 系 联系 起 来 。 

最 后 得 为 使 用 本 书 的 读者 提 点 具体 建议 了 。 如 果 你 已 学 过 
一 段 高 等 数学 ,而 且 对 其 中 的 基本 概念 与 定理 有 初步 的 了 解 ,只 
是 感到 自己 手中 用 来 对 付 大 量 习 题 的 武器 不 够 锐利 ,那么 ,本 书 
正好 用 得 上 :1 例如 , 你 从 本 书 第 四 章 一 第 八 章 可 找到 大 量 台 你 骨 
口 的 材料 .如 果 你 按 目 次 找到 了 合适 的 章节 , 且 依 本 书 的 建议 解 
答 了 有 关 问题 ,那么 你 将 发 现 , 正 在 进行 的 课程 中 的 那些 习题 对 
于 你 已 不 算 什 么 威胁 了 .如 果 你 已 学 过 大 学 数学 课程 ,但 对 于 它 
的 方法 并 无 系统 与 概括 的 了 解 ,因而 在 一 定 难度 的 数学 题 面 前 
仍然 穷 于 应 付 ,那么 ,本 书 对 于 你 正好 合适 ! 本 书 除 了 提供 许多 
令 你 耳目 一 新 的 方法 之 外 ,还 将 帮助 你 将 自己 几 年 中 国 回春 下 
的 大 量 数 学 知识 理 出 点 头绪 来 。 如 果 你 在 数学 上 非 初出 芭 庐 之 
吾 , 而 已 在 教 大 学 生 们 解数 学 题 了 ,那么 ,对 于 “ 解 题 的 艺术 ” 必 
定 自 有 一 番 见 地 ,本 书 落 入 知音 之 手 , 那 就 更 值得 庆幸 了 。 

作者 曾 作 为 主笔 参与 撰写 (高 等 数学 概要 3》 与 {高 等 数学 典 
型 问题 100 类 3 两 书 , 正 是 这 两 本 书 的 读者 的 鼓励 与 廊 望 促使 作 
者 决心 写 出 是 前 这 本 专 论 方法 的 书 .因此 ,作者 理所当然 地 雪 首 
先 感谢 广大 读者 的 支持 ,其 次 ,作者 也 衷心 感谢 湖南 大 学 出 版 社 
领导 及 编辑 为 本 书 顺利 出 版 而 作 的 大 量 努 力 。 
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1996 年 4 月 1 日 
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第 一 章 ” 数学 演算 


数学 当然 离 不 开 一 定 的 演算 .事实 上 ,在 今日 公众 心目 中 ， 
数学 仍 不 过 是 算术 的 某 种 延续 ,数学 家 不 过 是 比 常 人 更 会 “ 算 ” 
一 些 和 村 了 . 我 们 知道 ,你 已 有 一 大 堆 高 深 数 学 概念 在 胸 , 正 急于 
奋起 反驳 视 数学 为 算术 的 浅薄 之 见 , 但 我 们 得 劲 阻 你 :且慢 ! 公 
众 所 言 其 实 并 无 大 错 , 我 们 不 必 讳 言 ,现代 数学 在 一 定 意 六 上 确 
是 算术 的 延续 . 当然 ,这 一 延续 已 如 此 远离 其 本 涯 ,以 至 初 看 起 
来 几 无 共同 之 处 了 . 你 不 防 回忆 一 下 ,学 习 大 学 数学 的 主要 事情 
不 正 是 “ 算 ” 某 些 东西 吗 ? 当 然 不 再 是 初等 数学 中 的 篇 单 的 加 减 
清除 ,而 是 算 极限 , 算 币 分 或 积分 等 等 ,总 之 ,是 一 系 询 演算 . 然 
而 ,对 “演算 ”一 词 应 理解 得 更 宽 兴 些 , 使 之 能 包括 诸如 求 切线 、 
求 级 数 展开 式 , 求 极 值 点 一 类 的 问题 . 凡是 按 一 定 规则 求 得 荣 个 
数学 对 象 ( 如 极限 、 导 数 、 积 分 .和 式 、Taylor 级 数 . 道 矩阵 等 等 ) 
的 操作 ,都 应 列 入 数学 演算 . 这 样 ,演算 的 重要 性 就 不 言 而 喻 了 . 
你 现在 该 会 同意 ,学 习 数 学 的 首要 任务 仍然 是 学 会 如 何 " 算 ”, 且 
“ 算 ” 得 径 快 又 好 . 或 者 可 以 说 ,数学 的 艺术 在 一 定 程度 上 和 仍然 
是 “演算 ”的 艺术 . 那么 ,对 这 门 被 上 人 推崇 各 至 的 艺术 ,本 书 将 说 
华 什 么 呢 ? 让 我 们 从 最 基本 的 事实 说 起 吧 . 


1.1 演算 过 程 分 析 


普 先 浏览 一 些 简单 例子 . 
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求 ! 一 limtCe” 一 1 sinr)/rceosr. 
解 ” 利用 极限 运算 的 性 盾 分 解 计算 ; 


. ,eC sinx | 
t= lim ] lim 十 lim 一 一 
2 总 号 .着 1 二 -em 和 Ye 


一 1 841 十 1?) 一 2. 
设 ytx) 一 arzefaz 0) 求 史 ， 
解 ”利用 Leibniz 规则 及 (a*)" 与 (x*)' 的 公式 ， 
Yr 二 aa) = rrlna + a). 
3 求 了 一 | aretgzaz 
解 ”利用 分 部 积分 规则 : 
T= YaIctg 工 |5 一 | za 十 zx) dz 


[> 


Tl yi 1 
一 二 Zl ls 了 Fln2. 


已 知 dz 一 《er 十 工 12 十 {xe’r 十 ?ylnzY)dy, 求 区. 
解 ”将 du 的 表达 式 重 新 组 合 : 
dz 一 (erdz 十 xedy) 十 Cr lyidr 十 2ylnrdy) 
= d(xe’) 十 Qf3yslnzr) = dixe’ 十 oltnz)， 
因此 = :er 十 winyz 十 过. 
5 求 f(x) 一 x(1 一 x) 1(] 十 xz- 关于 z 的 等 统 数 展 开 式 . 
解 首先 分 解 f(x) ,然后 分 项 展开 之 ， 


_ Xx) 二 Ea 
T(x) 1— 2x’ I tT 
一 Br rtl 十 i 
56 求 95= Brn 1)2"/n!. 
解 ”首先 分 解 级 数 ,然后 利用 已 知 展开 式 e' = 2"/n! 分 
项 求 和 ， 


5 = ZH/ O11 Zn = er + et = ei, 


a 


2 


7 求 微分 方程 Co% 一 3zz)dy 十 xydz = 0 的 通 解 . 
解 ”将 原 方程 改写 成 线性 方程 的 标准 形状 
dr 6 2 入 ， 
dy > 
然后 依 已 知 的 通 解 公式 得 x? = Co 十 yy. 
8 设 r 二 对 十 yj 二 zk yr 二 |r|i, 求 # 二 六， te'r), 
解 ”用 关于 散 度 的 Leibniz 公式 ， 
He) 十 ES 
= rr er 
~ (rT 3)e".. 
你 或 许 会 说 上 面 这 几 个 例子 太平 淡 无 奇 了 .可 是 ,要 是 你 稍 
微 留 点 心 , 便 会 从 并 列车 一 起 的 平凡 例子 中 观察 出 某 些 共同 规 
律 来 . 以 上 各 题 所 求 的 对 象 当 然 很 不 一 样 , 但 其 求解 过 程 都 依赖 
于 一 定 的 规则 与 一 定 的 标准 结论 . 例如 ， 
题 1 用 到 极限 的 四 则 运算 规则 与 标准 的 极限 : 
sinz 


limz ie 1) = lim ~ = 1; 
TT 工 


题 : 用 到 Leibniz 微分 规则 与 标准 的 导数 公式 ， 
a)" = alna,(tr)' 一 qx!, 
题 6 用 到 级 数 的 加 法 规则 与 标准 的 展开 式 
Ee” = Bor nt. 


如 此 等 等 ， | 
一 般 地 说 ,数学 演算 过 程 包括 如 下 三 要 素 ， 
(i) ”演算 对 象 ,如 极限 .积分 .级 数 等 , 它 由 问题 所 给 定 . 
(i) 演算 规则 ,如 极限 运算 规则 ,微分 规则 ,积分 规则 等 ， 
它 由 一 定 的 数学 理论 所 提供 . 
《iii) ”基本 公式 ,如 基本 极限 ,基本 初等 函数 的 导数 与 原画 
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数 公 式 , 基 本 展开 式 等 . 
对 一 特定 演算 (例如 微分 ) 来 说 ; 滨 算 规则 与 菇 本 公式 都 为 
数 不 多 ,不 礁 熟 记 在 心 . 表 1. 1 是 滨 算 规则 与 基本 公式 的 一 个 汇 


总 : 因 空 间 限 制 而 作 丁 省 略 ). 
六 1.1 演算 规则 与 基本 公式 汇总 
演算 | 演 算 规 则 起 本 公 式 | 
limta + vw = lims + lime | limti 十 宁 )1 ”= 
求 limtavwy = lima lime lim sinz 一 】 
极 Tn 
限 | limftw) 一 了 dimwu) (ff 连续) | Line 一 1 
上 
im ES = lim 
型 v | . 
求 | 居士 zi 二 十 可 《Ca = 
fa = et 《es = a'lra 
导 Ca) 一 (aa {sinr)' 一 cosr 
| jc 士 wd 一 | 年 |vdxr | [ax 一 2 -| 
水 ， 
ar = uv 一 vd ' jaz 一 Ta” 二 全 
| reoar 一 Ge {sinzqz 二 一 cos 十 僻 
. C] =- xX 7 YT 
Sat” 十 Ep = Fla, + ba we EO een DD 本 
人 如 1 
素 Tar Fh" 
上 一 DE mi 
儿 {二 二 ° 9 
办 (Sa = Erna ! sinz 国 
式 Eo Ttiyton dd Lr 
f CE dr = Co Eh Infl 2) = le 


在 简单 的 情况 下 ,直接 应 用 演算 规则 与 基本 公式 即 可 得 出 
演算 结果 (如 题 2). 但 在 更 多 的 情况 下 ,需要 对 演算 对 象 作 适 当 
分 解 或 变形 , 方 可 应 用 演算 规则 与 基本 公式 (如 题 1, 题 4 一 题 
7). 数学 演算 的 过 程 , 实 质 上 是 依据 演算 规则 完成 一 系列 转化 ， 
使 得 最 终 能 组 各 基 本 公式 得 出 演算 结果 . 演算 的 复杂 程度 不 过 
是 转化 步 双 的 多 罕 而 已 . 

为 项 利 完 成 演算 而 需 熟 记 的 规则 与 公式 亦 有 一 定 变 通 余 
地 , 例如 ,规则 faya 二 Cuivw 一 uv' ) yw” 可 直接 使 用 ,但 亦 可 
从 Leibniz 规则 导出 :(apz = 二 /0 十 Cu) 一 一 
WT! 2 可 将 imz nC 十 X)》 二 1 ,tcosr)' 一 一 sinX 作为 基本 
公式 使 用 ,但 亦 可 注意 到 它们 能 从 其 它 公 式 导 出 : 


lim ln 2) = limin(l + x = ne = 1; 


加 Tt 
(cos == sin( 可 一 2 有 一 一 os 


9 ' . 
一 i= snc., 


2 
1.2 通用 初等 变形 


读 了 上 池 之 后 ,你 可 能 会 同意 解 算 题 原来 很 简单 一 一 应 用 
“规则 ”与 “公式 ”而 已. 但 实际 做 起 来 何以 经 常 不 易 呢 ?问题 往 
往 出 在 应 用 规则 与 公式 之 前 对 算式 应 作 的 变形 上 . 完成 这 步 工 
作 的 方法 与 形式 变化 万 端 ,是 很 难 规范 化 的 . 实际 上 ,在 这 一 点 
上 我 们 要 做 的 事情 大 多 既 常 见 又 初等 ,只 是 很 少 综合 地 考虑 轩 
了 .本 节 意 在 作 某 种 贩 括 , 且 称 之 为 “通用 初等 变形 ”“ 通 用 者 ， 
六 适用 于 多 种 场合 ”之 谓 也 ， 

1.2.1 和 和 式 分 解 

若 能 写 出 分 解 式 4 二 a 十 十 …' 十 4a,; 则 可 将 施 于 a 的 演 
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算 [ 如 求 概 限 .微分 或 积分 等 转化 为 施 于 诸 a 的 演算 ,后 者 可 
能 较 简单 . 

最 主要 的 分 解 是 “部 分 分 式 分 解 ”每 个 真 分 式 ( 分 子 次 数 低 
于 分 母 次 数 ) 有 唯一 分 解 : 


POry A | oe 上 A 
(rar hh) Cra) 让 一 从 
人 十 已 ， , CT 二 + 了 
十 Cz 二)" + 十 地 十 可 
十 ees (1.2.19 


系数 4, ,cz 由 通常 的 "特定 系数 法 ”确定 ,具体 做 法 由 下 面 的 
例题 演示 . 
9 设 了 (zr) 一 1pz 一 3x 十 2), 求 10x) 下 了 美 于 XxX 的 
军 级 数 展开 式 . 
解 。” 直接 看 出 ffir)== (zr 一 2) 1! 一 (x 一 1) 1, 于 是 
『 和 | bry 
fz) = | sl | 二 | 


a 1 1 | 
一 D™ ! | Gm spa 


解 。” 依 (1. 2.1) 起 有 
站 十 1 A 8 Cr+i+D 
rr 1) zx 二 17 
对 ,BC 由 zz 十 1 二 Atri 二 1 二 Brtri+ 1 aC Dy 


a 


确定 :比较 两 边 同 次 项 系数 得 BB 十 C= 0,A 十 D=0,.B=1,4 
= 1, 于 是 扎 一 也 一 一 1 ， 


dz dx Xdr dx 
7 一 | 县 + | 2 丈 十 1 


= 二 +ln|z| 一 ln 十 1) 一 aretgz -+ const 


于 


11 求 SCz) = 2 jen TF 


时 一】 


解 注意 [na 十 1 一 2 一 6 十 1) 1 并 用 对 数 展开 


Str) = > /a 一 > "an 
一 2 一 并 ml zx)+i+1. 


A nn 十 12 
解 S= Br 一 (+ D3]=1. 
田 一 重要 分 解 是 ”三角 多 项 式 ” 分 解 
sin™ recos zr 一 Acos(2m + n}zr 
十 Acost2m 十 nn 一 2)z 十 …， (1. 2,2) 
sin™tlircos zr = Aosin(?m + nt Ix 
十 Asin(2m 十 nn 一 1) 十 (1.2.3) 
系数 4,4,,… 由 “ 娃 人 法 >( 见 例 13) 确定 . 注意 (1. 2, 2) 两 端 是 
偶 函 数 ,(1,2. 3) 两 端 是 奇 函 数 , 这 有 助 于 记 住 这 些 分 解 式 . 当 
mn 较 小 时 分 解 式 可 直接 从 “ 积 化 和 差 ” 与 “ 售 角 公式 ”得 出 . 
413 设 flr) = sinireos:w, 求 了 (x) 与 | rczdz. 
解 由 (1.2.3) 有 .xz) 一 4sin5zr 十 Bsin3z 十 Csinx, 在 
此 等 式 中 “赋值 ”x = x/6,7/4,x/2 得 出 妆 十 28 十 C= 3/16, 一 
站 十 召 十 忆 一 174,44 一 如 十 C=0, 由 此 解 出 一 A 二 B= 1/16， 
C 二 1/8, 于 是 


一 Te -sin5z 二 Sin3I 十 2sinr); 
了 | 


OCT) 一 = | - 5 sin| 5 十 


二 ssin| 3 二” 三 中 + 2sin| + 字 | | 


| 
、 1 1 - 1 | 
| (rdz = ial SOs5 3 COS Iz 2cose | 
上 const, 
14 展开 xw) = sinizreos?z 为 民 的 容 级 数 . 
解 Fx) = sinxtl 十 cos2ry72 
= (sinz 十 sinreos?T) /2 
一 《2sinr J- sindr — sinr}/d 


= (sinx 十 sin3r)/d; 


— ; Su 
fn > 17 (1 3 dti( | 工 | < occ). 


4c2n 十 了 > 
此 外 还 有 一 些 用 得 较 少 的 分 解 
15 设 rz) 二 z(tz 十 -0, 求 f(r) 与 |7rcoaz 
解 ”此 题 关 键 在 下 看 出 Fr 一 (二 133 一 《十 1 
fx) = 1)" 3 
nO Cr dnt 1) "3, 
j repaz 一 《3 (3/2 
16 求 $ 二 D>) n 二 1)?/n 1! (参照 1.<.2). 
解 利用 tn 二 1 二 0 一 4) 十 3n -二 1; 有 
S= VG 2)! +3 ln 1! 
十 yn ! = 5e， 
你 不 礁 悟 出 ,上 徊 所 用 分 解 可 推广 为 : 
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PO 一 40 一 1 一 下 十 J 
十 太一 1) 到 一 ?2 十 22) 十 呈 十 有 A， 
其 中 PCz) 为 下 次 和 多项式. 于 是 你 能 计算 : 
17 求 5= > Gn 二 DD/n! (= 6e), 
18 设 w = arctg(tzr 二 yt] 一 XY 求 二 sy. 
解 ”由 正切 的 各 角 公 式 推 出 
w= arctgx 十 arctpgys: 
于 是 ;== 2/ 寺 rT), 一 TAO + yi 
39 设 z= arcsinfz 一 十 yy 一), 求 wsuy( 参 
照 题 915). 
解 “类似 于 上 题 : 
4 = 1 YT, 2 1 YI. 
你 当 注 意 到 ,直接 计算 题 19 中 的 x 可 能 不 易 . 
1.2.2 和 和 式 合并 
这 是 一 个 与 “各 式 分 解 ” 相 芭 的 过 程 ,其 重要 性 固然 不 及 和 
式 分 解 ,但 在 某 些 特殊 问题 中 不 乏 其 用 .最 重要 的 公式 来 自 三 角 


公式 : 


sinz 士 siny ~ 2sin 生计 ycos TF, (1. 2. 4) 
COST 十 cosy 一 2eos Ecos 生 3 > ; Cl. 2.5) 
COST 一 COsSY 一 2sin EE Ysin SF. 《1.2.6) 
另 一 来 源 是 对 数 公 式 : 
lnx 十 ty 一 Ingryy (xy > 0). £1, 2.77 


20 求 上 一 Jimfsin Vr 二 1—sinw zx), 


解 /= lim2sin Yt 十 5 一 Vx cos “T+ 5 二 . 


1 十 1] 十 Vx 


= 0. 

21 求 1= [x*[inC — zx) + nd + z+ eldz. 

解 7 一 |zandl de 一 一 na 一 dl — zx) 
= zd nd — zd)]+C. 

22 展开 cr) 三 im 一 2 十 In 十 zz 十 zz 为 工 的 震 

级 数 . 
解 .Ary 一 lnfl 一 27) 一 一 Dy zn. 
1.2.3 化 简 分 母 


给 定 分 式 有 二 CYB, 应 如 此 化 简 (例如 化 台 为 “单项 式 ”)， 
使 得 分 式 易 于 约 化 或 分 解 为 和 式 . 以 下 是 化 篇 分 母 的 几 个 典型 


例子 ， 


1 一 sinz 1 sinx 


1 十 sinzx COS2 工 COs3T COST 


《1 2 8) 


1 sint 十 eosyz 一 1 


] 十 sinr 十 eosr [fsinyz 十 cosz)2 一 1 


sinx 十 cos 一 1 
ZSIncOS 工 


] 1 


28tinm 人 St 人 


1 


| 
2COS 工 


《1.2. 9) 
1 


2 Ir Ar 
十 下 十 Yi 一 + 一 v2 
(v1 十 二 vi 一 x: 一 2 
1 1 1 1 
2 一 2Y1ITr vx 
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(1. 2,10) 


如 《1.2.8) 一 《1. 2.10) 一 类 的 分 解 在 积分 计算 中 很 有 用 处 - 


sinr 
23 求 1= TT one TF coszd? 
解 利用 (1.2.9)， 
一 二 工 这 
了 一己 zln cosxrg[ 季 + 全 || 寺 
COST 
24 求 1 = | os 于 
解 。” 利用 cosix 一 sinsz 一 cos2z， 
一 工 TT 工 
了 一 in cos2ztg [十 | | 二 2 十 己 . 
dx 
25 求 1=| . 
1 二 wz 十 wz 二 
1 十 Yz 一 Yz 十 1 
了 一 dz 
多 2 wz 
= V+ -| VTid vz 
一 v 到 十 于 一 半 光 ( 袜 十 1) 
一 癌 arcsh x 十 已 . 
26 求 了 一 人工 二 YL 一 二 dz 
1 一 Y1 一 下 
解 化 分 母 为 工 ， 
站 
了 一 一 二 下 2 二 工 2aresinz 十 性。 


1.2.4 缩短 乘积 与 和 式 
利用 熟知 的 公式 42 一 上 = (Ca 十 (a 一) ,sin2x 一 2sinz 
,cosr 等 可 作 以 下 变形 ， 
(1 十 z)G1 + ea(GL 十 z) 一 于 二 全 (1.2.11) 
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sinBe 
BsinT 


£1. 2. 12) 


COSTCOS2TCOS 4 一 


- nt] 
1 二 一 下 十 x 一 1 一 (1.2. 13) 
27 ” 汇 开 .Fz) = zy[GI 十 zl 十 xz 十 zx)] 为 x 的 宕 
级 数 . 
解 ”利用 (1.2.11)， 


zt) 一 (一 和] 一 3 旭 ) 一 2"! 一 Dt, 


1 人 
3 站” 求 了 一 limeos 二 cos C0s Br 
rn - 


衣 ”利用 (1. 2.12) 的 一 个 当然 推广 

i = limsinz/2"sin (2 "zr) 一 SinrAr. 
1. 2.5 1 与 0 的 分 解 
1 这 个 简单 的 数 可 示 成 许多 不 同 的 形式 


1 一 4 十 1 十 … 十 1)7n 【1. 2. 14) 
a 
-ea 
中 | 
| 
一 "| a 十 x) C1. 2.15) 
1 , Ey 本 /2 , 
一 [fax = | e :dr =| sinzTdz 《1.2.16) 
pO—a a 9 自 
= sin’z 十 cos:zx = chzz 一 she (1.2.17) 


然而 ,本 来 很 简单 的 1 表 成 更 复杂 的 式 于 意义 何在 呢 ? 谨 来 , 适 
当选 择 (1, 2. 14) ~ (1, 2,17) 中 某 个 公式 ,可 能 便于 将 1 与 演算 
中 的 其 它 量 联系 起 来 . 注意 任何 分 解 1 二 > ,mr 立即 得 出 任 一 量 
9 的 分 解 :g 二 49，1 二 Dgrs. 例如 Ftx) 一 f(x)ecos:zx 十 
frdsiniy, 

29 设 2764 二 1 来 1 = lin(V Be Vr TR). 


12 


解 :一 lm 之 aeCVz 一 Yr) 
= lim 一 Dak/ A vk)= 0. 


如 位 
30 求 1 一 | sin2zeosz- 
解 和 全 人 2.17) ， 
上 dz + +| dx | 
去 | CDOs?T sn | 
Qcoszx | yln ‘g 2 +e. 
类 似 地 可 应 用 ”0 的 分 解 ”: 
0 二 于: CD = sinzdz. (1.2.18) 
由 | ' 


注意 ,六 0 = 这 ar; 则 任何 量 五 一 Db 可 表 为 5 = :0 = 
六 (一 ai). 下 题 正好 与 题 29 对 应 
31 设 D'm=0, 求 1 = limD)'a Vz 下 有 (= 0). 


32 求 [= lim2) (一 4 Yr 二 (= 0). 
1.2.6 Euler 公式 
令 i 二 YY 一 1, 著名 的 Euler 公式 如 下 : 
er 二 cosx 十 isinxtz 是 实数 )， 

| 一 《ee 十 esinr 一 人 3. C1, 2,.19) 
利用 Euler 公式 可 将 三 角 羡 数 化 为 指数 酒 数 ,而 在 许多 演算 中 
处 理 指数 函数 更 为 方便 . 

33 分解 cosez 为 三 角 客 项 式 ( 参 照 1. 2. 1)， 

解 ”利用 (1. 2.19) 与 二 项 展开 式 : 


- 12n 2n1 ， 
COSP YY 一 DPKe 十 BT) 二 全 > | je 
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下 


1 
| 2 


大 


4 2 三 7 1 “jeesse 一 走 )* 十 Wi | 
34 分解 sin*z 为 三 角 和 多项式. 
解 sinzzr = 4 2 袜 (一 D 1 ,|eos2Cn — Rr 
! 


+| |] 


35 求 [e"coszr) i, 

解 ” 邻 w= ecosz,v 一 ersinry 中 中 

ui 一 (十 和 二 (Cetir yt 

《1 十 i "erir 一 — 【ww > Ei)"eg re 


— 2 rnt) 
=— DV gt ri ， 


jeeszo 一 是}x. 


1 


由 此 得 
MY = BiercosCz 十 HT ww = piprsin Cx | nr dy). 

一 般 地 , 若 要 对 = f(z)cosbzx 作 某 种 演算 , 则 令 yw = 
f(x)sinbz, 于 是 w= 二 十 jv 二 (re ,将 要 进行 的 演算 施 于 zw 
可 能 更 简便 些 . 

36 求 了 一 | sosazaze 十 斑 洋 站 )， 


解 今 / 一 Jersingzdz, 则 


Ti = erdz 一 了 二 me 二 人世 
= (a +o) Ca om jib)e" (eosbr + isinbzxy) 十 人 
由 此 得 
{= Ca’ be"(acosbzr 十 bsinbr) | CO. 
37 展开 f(x) = e’cosz 为 xz 的 筷 级 数 ， 
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解 ”由 eat 一 > 人 (十 Dral (参照 题 35) 得 
f(x) 一 人 > 202cos(C4 nn) fnl. 

38 “展开 f(x) 二 e*cosbz 为 守 的 和 级 数 ( 人 参照 题 36) 

解 了 Cr) 一 Za’ 十 Bi)" cos naretg tb /ad Dr /nl, 

39 求 5Cx) 一 > weosna, 

解 ” 令 TCz) = 了 msinna, 则 


XE™ Xe 一 你 
s+ = 2 re 1l—zxe 1— 2rosat x 
由 比 得 Crz) 一 (xcosa 一 TANK 一 2zrcosae 二 x(x| 过 1 
40 求 SCx) 一 Dn cosnrl0 < 
解 ” 利 用 这 jn !e"* 一 一 Infl 一 er)， 
Str) = ln(2sintr/2)). 


1.3 演算 程序 设计 


面 对 一 个 算 题 ,你 如 果 完 全 不 加 思索 便 演算 起 来 ,或 许 也 能 
得 出 正确 结果 ,但 其 解法 则 未 必 是 最 佳 的 . 最 佳 解法 的 选择 依赖 
于 多 方面 的 考虑 ,这 些 考虑 正 是 本 书 以 下 各 章 的 内 容 . 现在 仅 考 
虚 如 下 问题 ;应 如 何 设计 合理 的 演算 程序 ?如 果 你 想 获 得 一 种 通 
四 的 标准 程序 , 那 未 免 期 望 过 高 . 本 节 仅 提出 几 条 建议 , 倘 你 能 
依 有 具体 情况 灵活 运用 , 必 能 收 到 效果 . 

1.3.1 预定 答案 的 形式 

在 很 多 情况 下 ,计算 结果 的 表达 式 的 形状 可 预先 确定 ,待定 
的 仅 是 表达 式 中 若干 参数 而 已 . 则 计算 的 对 象 具体 明确 ,任何 多 
余 的 演算 恬 可 免 去 ,而 且 因 为 答案 已 有 确定 形式 ,演算 中 出 现 大 
的 差错 也 较 易 发 现 ， 


对 于 几何 问题 可 利用 标准 的 曲线 曲面 方程 

41 求 过 点 (1,2,5) 且 切 于 三 坐标 面 的 球面 . 

解 ”此 球面 必 在 第 一 卦 限 为 ,县 中 心 为 {a.a,4) (a 全 0). 
半径 六 a, 于 是 方程 为 

Cr at ty -a (tz a = a’ 
try 一 12,5) 代 入, 解 出 < 一 3 或 5. 
x 二 2y 十 zx 二 1 时 
和 机。 来 过 直线 _ ,的 平面 ,使 之 平行 于 曲 


一 Dw 


Pu 


nly 2 
线 | jy 4 在 点 (1， 一 1.2) 的 切线 . 

解 ” 解 此 题 的 关键 在 于 利用 “平面 束 方程 ”， 

文 十 2y 十 2 一 1 十 Ax 一 y--2x 十 3) 二 0， 

待定 -平面 法 夭 呈 一 位 二 4,2 一 4,1 一 2 , 国 面 x 十 y 一 zz:/2 
在 (1, 一 1,2) 的 法 矢 ,二 和 们 ,一 1,--1}), 平 面 + 十 y 十 2x 一 
的 法 舌 ni 二 {111.152}). 由 7 XR 一 [zrs] 二 上 解 出 及 
二 一 572, 于 是 所 求 平 面 为 3 一 9y 一 12z 十 17 一 0. 

43 ” 求 曲面 x 二 we',y 二 ve' ,x 二 + 十 在 原点 的 切 平面. 

解 ”由 微分 学 知 所 求 切 平面 为 > 一 zf0,0)z x,(010)y. 
注意 # 一 总 一 0 对 应 上 一 一 > 一 0. 在 等 式 

dr 一 e(da TF wdv) dy = er(vda + dv) dz = de .| dv 
中 午 z 二 =v 一 0, 得 dz(05,0) 二 dz 十 dy 这 表明 z.10,0) = z,(0， 
9) 三 1, 因 此 所 求 切 平 面 为 2 二 x 十 y. 

以 上 解法 的 好 处 在 了 于 ,一 开始 就 明确 了 要 计算 的 量 仪 <,(0， 
0) 与 z,{0,0) 而 已 . 

等 案 形 式 可 预定 的 典型 问题 无 疑 是 函数 的 Taylor 级 数 展 
开 : 了 (x) = 人 at" 如 果 能 铂 知 某 些 a, 则 可 简化 系数 计算 . 例 
如 : 当 Cx) 是 奇 汲 数 时 ax = 0; 当 Cr) 为 保函 数 时 a2,. 一 0 
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44 ”展开 f(z) = |e"-"dz 为 + 的 等 级 数 

解 因 Fr) 是 奇 晒 数 ， 故 Fr) 一 人 ca ae 1 由 
f' (YX) 二 2x1CX) 十 1 得 

> (2n 一 law_x™" 一 人 > Za 2 十 1， 

比较 上 式 莉 端 同 次 项 系数 得 出 a 一 1oam+l 二 2°/(2n 十 
1)1 1. 

因 许 多 函数 的 Taylor 展开 式 可 间接 地 求 得 而 无 须 直 接 计 
算 Taylor 系数 ,上 题 的 解法 应 用 有 限 . 对 于 Feurier 级 数 展开 ， 
能 预知 部 分 Fourier 系数 就 很 有 音义. 设 f(z) 在 [一 天 上 的 
Fourier 级 数 为 


Fr) ~ > -+ > (a.cosnz + bsinnr), 


则 当 广 为 奇 函 数 时 a 一 0, 当下 为 偶 晴 数 时 刀 一 0. 以 下 四 种 情 
杭 更 值得 记 住 ; 
(0) 并 是 奇 钞 数 且 f(z 一 x) = f(x) sa, 一 Bo 一 0 
Gi) 是 奇 请 数 且 f(x 一 2) 一 一 Fa:a = bi 一 0; 
(ii) 了 是 伪 痛 数 且 f(x 一 x) 三 一 f(x}yam = = 0; 
tiv) 了 是 个 函数 上 且 Fr 一 菩 一 zsem | 一 下 一 了 
分 别 以 sinzxysin2.z ,cosxw,cos2x 作为 情况 G) ~ 一 fv) 的 代 
表 , 就 容易 记 住 了 . 
& {Arr 人 I 人 0) 
“45 在 [一 7*,x] 上 虹 开 .Arz) 一 ( (0 之 i 为 
Fourier 级 数 ， 
解 令 Maz 一 er) 一 2 十 半 , 则 ?pp 属 情况 ci) 观察 
9 的 图 形 即 可 看 出 ), 于 是 x) 一 > Bw sin(2n 一 1)x(0 民 
i| 过 Tt)， . 
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有 一 _ 28 &) 
Ds, 1 一 二 | 一 sin(2n — l)xdz 一 Ca DA 


于 是 f(z) 一 “二 2 二 YS 2 Dx zr| < 
x), 

以 上 解法 的 关键 在 于 将 A(z} 改造 成 属 情 况 0) 的 8, 改造 的 
方法 可 从 直观 上 得 到 启发 . 若 你 仔细 揣摩 了 上 是 的 解法 ,就 容易 
理解 以 下 几 题 ， 


46 在 [一 zx,x] 上 展开 fx) 一 


Fourier 级 数 ， 
人 和解 rr) 一 rr) 一 2 lcosr 属 情 况 Gi}, 于 是 g(r) 一 


2 . 
> ， eaznslim2nry 而 


104 一 直 二 人 所 有) 
tooszka < 


六 = 一 -和 
an 一 | 2 cosrsin2nrd.r = re 1 
于 是 f/(4) 一 人 +3)” (0 < 1z| < 
现在 你 可 以 试 敌 -个 类 似 的 是 了. 
. 0 
47 在 [一 x,x|] 上 展开 f(x}) = (i 
Fourier 级 数 . 
1 sinx 2 COSZNT 
解 flrx} 一 元 十 3 元 1 dm: 一 Ti ] 所 TT 


8 在 1 一 ”rz 上 展开 三 zy 一 |sinz| » Fourier 级 数 . 
解 显然 了 属 情况 6v) ,于 是 易 得 出 


了 Cr) 一 字 十 D>) amcos2nr 
2 4 sm COS2nr 
和 Ti 如 之 1 dn: 一 了 (| 二 | 扫 


49 在 [一 x,x] 上 展开 f(x) 一 | 为 FourTier 级 数 . 
18 


解 ” 失 xz) 一 xz) 一 2 r 属 情况 (iiD)( 试 曾 出 其 图 形 1) ,于 
是 ZJ ~ 2 en 十 了 as ieos(2n 一 1)z. 算 出 en 一 0， 

4 
x 一 172 


oa 4 ~ COs C2 一 1)7 
玫 得 f(D 二 一 先王] 所 加， 


50 在 [0,x] 上 展开 A(z) 二 这 十 1 为 余弦 级 数 . 
解 ” 令 Fz) 二 A(z) 一 1 一 1 x 并 用 情况 Gii), 结 果 蚌 


" 站 元 4 AS COSC2n ~ 1) 
Hl TO on 1 


此 外 还 有 一 些 可 预定 答案 的 问题 散 见 于 各 个 领域 ,不 那么 
其 有 规律 性 ,只 举 两 例 . 

51 求 了 一 | esin4rdz( 参 照 是 36). 

解 推测 1 了 = eCAsinbzx 十 Bcosbz) 十 性, 由 


con_1 一 2 区 一 S|eosC2n — 1rdr 一 一 


(0 和 TT 


ec] 了 Br 一 和 一 eof[ (qd — BR)sinbzr + (BA aB)eosbr] 


得 a4 一 了 28 二 1,64 -+aB8 = 二 0. 由 此 解 出 A== a/(a’: 十 8),B 
一 一 上 /az 十 5) ,于 是 1 了 = (a 十 Be (asinbr — bcosbr) 十 
Cc, 


52 设 f00) = az 一.T 二 本 | 记 (rye, 求 fx) 
解 ” 令 a 一 | ceydz, 则 fz) 二 3z 一 a VT 一 ,于 是 
a 一 | sz a VT Rde = 3 + a — 2a. 
解 出 & 二 3 或 3/2. 
1. 3.2 选 定 计算 方案 


你 不 要 指望 会 有 一 种 适用 于 任何 算 题 前 方案 ,但 某 些 诛 则 
具有 一 般 意义 . 例如 ,应 据 题 意 确定 ,是 直接 计算 所 求 的 量 久 一 
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Ge 还 是 计算 劳 一 串 相 关 的 量 ,qz 使 得 可 以 某 
个 表达 式 osda 间接 地 得 出 入. 若 能 从 这 两 种 方案 中 适 
当地 选择 其 一 ,可 使 计算 简化 . 下 面 用 例子 说 明 ,间接 法 有 时 非 
常 有 效 , 不 应 忽略 ， 

53 ”以 被 坐标 人 4r,9 表 出 x2 十 x2. 

解 “习惯 的 做 落 是 以 =, 二 zr 十 ze. 代入 所 述 表 达 式 .不 
过 ,车 先 算 出 > ;zol 而 不 是 =,): 

z= uO + zsind ,ze = ~ srsind + zrsing, 

则 立 得 十 1 ?23 一 22 十 2 

以 上 解法 启示 出 解 下 题 的 方案 : 

54 依 式 一 ereostyy 一 如 Sint 恋 换 证 程 gi 7 Ey = 0. 


— 2 r 2 1 
解 = = 


Row 一 3 DTY TE, PEs 


由 此 立 得 zw 十 za 人 Cz 二 zy) ,1 原 上 广 程 化 为 ,十 之, 
二 人 0 


受 以 上 两 题 的 启发 ,你 对 于 以 下 两 题 的 求解 定 能 选择 合理 
的 方案 . 

55 以 极 坐 标 Cr,) 表 出 zz- 十 yz,. 

56 依 & 二 /A 十 yD 二 一 yA/OT 十 变换 方程 zx, 


zy = 0, 


1.4 几 类 计算 问题 


现在 该 用 一 些 例子 来 阐释 前 几 节 所 提供 的 一 般 原 则 了 . 不 
过 ,系统 的 材料 安排 在 后 面 的 章节 中 . 本 节 所 选 的 三 类 问题 男 然 
有 其 重要 性 ,但 主要 起 初步 说 明 的 作用 . 
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1. 4.1 积分 | fx)dx 之 计算 
计算 积分 [ fizydz 原则 上 可 用 Newton-Leibniz 公式 


[apa) — Fr) 


,但 当 f(z) 没有 初等 原 数 或 不 易 求 出 原 
函数 时 ,以 上 方法 难以 奏效 . 现在 你 该 回想 起 1. 1 节 中 强调 的 方 
法 ,考虑 能 否 将 | f(z)dz 归 化 为 某 些 “标准 积分 ”的 组 合 或 变 
形 . 应 用 上 有 价值 的 标准 积分 甚 多 ,此 处 只 强调 FEuler 积分 ， 
La) = | edate > 0)) (1. 4.1) 


Be 有 = | — 2) dee > OD). .4.2) 
不 难 熟 记 雇 下 公式 ， 
BCa,p) 一 Tea 十 有 (转换 公 过 )， (1. 4.3) 


Lia 二 + 1) 二 xia) 《 遂 扒 公式) C1. 4.4) 
a 一) 二 xsinaz,0 之 4 之 1( 余 元 公式 】. 
C1, 4. 5) 


由 《1. 4.4)(1.4.5) 推 出 Tn 十 1 二 rn1101/2) 二 Yr ,丁当 地 
利用 (1.4.1) 一 1, 4.5) 及 通常 的 积分 公式 (如 变量 代 换 与 分 部 
积分 ), 可 成 功 地 算出 一 系列 积分 ,这 些 积分 用 其 它 方法 计算 往 
往 不 易 . 你 从 以 下 例题 将 体会 到 运用 Euler 积分 的 明显 优势 ， 

$s7 求 了 一 让 TX"exp{t— x dren 2 1). 


和 解 ” 令 :1 = x 由 (1.4.1) 进而 用 (1. 4.4) 得 


一 4928 了 .f 
-3 d= 21|n 十 二 | 
1， 


一 2 一 1] ! wr. 
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即 用 同样 的 方法 ,就 可 权 付 更 一 般 的 问题 : 
583 求 了 一 上 Yexp( 一 cdtas > Om >— 1), 


1 m1 
T= a |, 
解 《一 24 人 


s9 求 了 工 一 | fexp(— Tx 一 27 
1 
解 ” 令 :一 (x 一 1), 有 有 
dz 


了 一 $s|e + vv 
2 A 


sr) + 2 + "| 3) |= (YF. 
有 了 上 题 的 经 验 之 后 ,你 就 不 伯 如 下 积分 了 ， 
| fr)exb( 一 br? 十 2abr dr > D)， 
其 中 (x) 为 多 项 起 .注意 Ptr) = BYP%(a) (Cz 一 ax 1 
60 求 1 = [eC lnzydrce,B >— 1)， 
解 。” 令 4 二 Inz, 然 后 用 题 58， 
{= [pe etd = (eT DTCB + 1). 
以 下 两 题 很 明显 可 归 化 为 积分 (1. 4. 2). 
61 求 1 二 | Ez/ VU TdrG > 1). 
解 ” 令 :== xz?, 则 
-3 F 工 ,| 一 到 .一 1 


| 


2 2 2 2 《25z711 

dz 
62 求 1 二 | (a hb). 
rap ~ 


解 ” 令 x 一 a 二 166 -和 T= B01/2,1/2) 一 
22 


63 RI= | Ga rt" sdrKa < hm, 
六 一直) 

解 ”此 题 亦 应 能 用 51.4.2). 但 所 需 代 换 颇 为 精巧 :一 名 
二) 一 a) 71x 一 a Cz 十 c 1, 用 此 得 


th 一 区 Jm+a+l 
本 {a 十 3 十 cuibtm 十 ] ,总 十 1 >。 


64 式 1/ =| ‘gin’acos' zdz. 
Gb 
解 ” 邻 1 一 siniz, 刚 coszx 二 YT 一 tdf 一 2 wi(l 一 Adz, 
于 是 


fs 42 l,i 7 51 
I = 下 G 一 Dedt 一 去 8 豆 ' 汪 | 


一 2 C5/2) 7/2) (C6) = 3r/512. 
辐 峡 的 方法 可 用 于 蝎 般 的 间 写 ; 
565 求 1= sizeosrzde nn > 一 12, 
解 了 - 1 
上 题 可 能 是 说 明 应 用 Euler 积 分 的 好 处 的 典型 例子 . zx ,x 全 
大 ,应 用 Euler 积分 就 合 可 取 . 当然 , 若 凑 不 大 ,或 天 村 之 一 为 


1 时 , 亦 可 直接 计算 题 65 中 的 积分 . 
以 下 三 题 中 Eujer 积分 的 用 法 也 很 引 人 . 


66 求 了 工 一 [a 二 x1) dx. 
站 
解 念 1 十 了 = 车 风 4zritdz 二 一 tidi， 
一 二 | ea Fi Adr 


358| 诗 ， 4)= 
2 J 
解 上 里 的 方法 基 至 可 用 束 天 役 的 积分 玉 久 中 ， 
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67 “ 求 了 一 | lca br tdzrtm nO p> mab 
Q), 

解 合十 Br = artsT = nl "Cab" Bp 一 mn 
mA ), 

试 将 上 题 用 子 以 下 具体 例子 : 

68 求 | za 4 ydr (= zi/nsin (mn/n)). 

除 Euler 积分 之 外 ,还 有 其 它 -… 些 标准 积分 可 用 . 例如 ， 
Dirichlet 积分 是 较 重 要 的 一 个 : 


| z'sinezdz 一 Fsgne. (1.4.6) 
ou 


69 求 了 一 上 id 


解 ”一 次 分 部 积分 之 后 可 用 (1. 4. 6); 


sin:z 上 罗 [ Sin27z 0 , A 
十 j 日 2 


7 求 7= | lsinizdzx 

提示 :利用 4sinszr 一 3sinz 一 sin37, 了 一 Xx/4. 

LL4.2 积分 | du 之 计算 

妊 果 你 同意 说 “ 定 积 分 是 直线 段 上 的 积分 ”, 那 么 就 容易 理 
解 曲 艇 积分 是 定 积分 的 直接 推广 . 然而 ,曲线 积分 也 如 定 积分 一 
祥 有 一 个 "Newton_Leibniz 公式 ” 吗 ?真是 举 运 , 确 有 如 下 公式 
可 用 : 


五 
| an=u ， C].4.7) 
i 总 
其 中 是 连续 可 微薄 数 ,A4, 上 8B 分别 为 曲线 工 的 起 点 与 终点 . 因 
此 , 倘 能 指明 dr 十 Qdsy = da 可 惜 这 样 的 情况 并 不 驶 和 多) , 积 
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分 | Pdz 十 Qdy 的 计算 就 掏 如 肥 掌 了 , 且 看 一 些 例子 . 
71 求 工 一 | xy 一 yecosrjdz 十 (1 一 2ysinz 十 


3z*y dys 上 是 从 点 (0,0) 到 点 tx/2,1) 的 光滑 曲线 . 
解 ” 首先 试 着 将 被 积 表 达 式 表 成 全 微分 : 
{2xy 一 ycosr)dz 十 (1 — 2ysinzt + Sry dy 
= {2xy dr zy dy) OO— (yicosrdz + 2ysinrdy) + dy 
= dtzriy}y — dyisinz}) 二 dy= dtriy 一 如 Sin + y), 


初步 总 结 一 下 . 为 应 用 公式 


nm/d. 


B 
| Paz + Qdy = 下 
了 


4 


关键 在 于 或 得 Pdz 十 Qdy 的 * 原 函数 ”wu, 使 Pdz 二 Qdy = 
dul 这 样 的 未 必 存 在 }. 如 同 求 一 元 函数 的 原 函 数 一 祥 , 求 Pdx 
十 Qdy 之 原 函 数 亦 是 微分 运算 的 逆 运 算 , 因 而 演算 过 程 元 非 是 
反 用 微分 规则 与 全 微分 公式 . 例如 , 若 F' tx) 二 f(z) ,du = Pdzx 
十 Qdy, 则 反 用 复合 葬 数 微分 规则 得 出 :fCw) CPdz 十 Qdy) 之 
“原画 数 ” 是 (nu). 你 应 能 部 记 如 下 基本 微分 式 ， 
d(xy) 一 dy 十 ydz; 
dyAtr) = x Crdy — ydr): 
darctgty/x) = Crdy — ydr)/ (Cr? 十 y:). 
对 一 个 较 复 杂 的 微分 式 Pdz 十 Qdy, 应 如 解 题 71 一 样 ,将 其 适 
当 分 组 ,使 得 便于 求 得 每 组 的 “原画 数 ”, 然 后 合并 为 所 需 之 4. 
现在 你 可 以 自己 来 试 试 了 , 
72 求 了 一 |a 十 zez)jdz 十 (xie 一 ydyiL;y = 
2sin(rr/4) (0 Er 2). 
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1 | 2， 2) 
2 )| 00,0) 


| yy 
73 求 1 二 | 1 - EeOS dr 


二 
2e 


解 1 二 tz 十 er 一 


| [sin 之 十 之 cos Ydy,L 
于 工 Z| 


Jy 二 0SI x). 


(Cr x) 
了 一 | 六 十 wsIm - 盖 一 
解 [z+ yin ?| C0,0) 
74 求 z= | (x — dr 十 好 十 3)dy 忆 是 半 李 加 到 - 
L Ty 
2 
让 一 1(y 学 0) 上 从 (一 a,0) 到 (a10) 的 一 段 . 
Ca,0) 
解 eae 十 Y)》 十 arctg 一 | 0) 
; a ;一 
= lim[ aretg 2 + arcte| y 有 A 


75 求 7 一 | [二 a 3] L 
是 第 一 象限 内 从 点 (3,2/3) 到 (1,2) 的 光 清 曲 钱 ,六 E C[0,02). 
解 ” 令 F(x) 一 [fer, 则 


了 -| eeY 十 fery) ydz + rdy) 


人 
一 |d 于 + (zy)| 

0 (1,2) 
一 [3 + Flay) | C3,2/3) 

上 题 的 特点 是 了 并非 已 知 ,但 你 在 着 手 计 算 时 不 应 因此 而 
踏足 :上 最终 会 被 消去 ， 

即使 Pdz 十 Qds 不 是 全 微分 , 亦 可 考虑 部 分 地 应 用 公式 
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(1.4.7): 若 Paz 二 Qdy=de + Pidz— Qidy, 而 | Pidz + Qidy 
较 易 计算 , 则 积分 | ,Pdz + Qdy 可 化 简 - 
765 求 工 一 | (3xry 十 Sinz)dzr + Cx 一 Je dy :一 
一 2700 去 之 实 : 4). 
解 了 一 | (Zzxydz 十 zidy) 十 sinzrdz 一 ye’dy + xyd:r 
I 
(4.8) 


= Cx! es 和 十 ee? e7 十 | Tydx 
> (0,0) + J 
4 
128 一 cos4 一 7e8 十 | zc 一 2x)dzx 
入 
二 全 cos4 一 7es， 


77 求 了 一 { (5xy 一 esiny)dy 十 ecosydx,L:x 一 
“2y— yy(0R yA 2). 


解 了 一 | eccosydz — sinydy) 十 Srydy 
COS ( 2) 5| 十 
一 e x 
3 (0,0) yy 


有 
[el 
总 
| 
[mw 

| 
a 

| 


F- 40| “a 一 tdr 


一 cos2 一 1 十 408| 号 3 ， ' 训 = 
你 可 以 依据 上 面 的 方法 解 以 下 两 是 
78 求 工 一 | aazzy 十 dz 二 Cre 一 cosyydy 了: 钳 Y 一 
人 (一 1,1) 到 (0.0), 再 没 芝 条 到 (2， 0). 
解 了 = {rer — siny) 机 ]， yt +12| x 


cos2— 1 十 到 
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一 上 一 了 十 sim-， 
79 求 工 一 | esin2y 一 y)dz 十 【2ercos23 一 100)dy,L; 
y= M1Er 人 ld = /2). 
对 于 沿 空间 曲线 的 积分 ,完全 可 作 类 似 的 考虑 . 
80 求 7 = | Cz? yaydr 4 CF — ra)dy + Cz — ry)dz, 
Lr = cosiyy 一 sintsz = i100 2T), 


~ rr ， 3 3 1 
解 了 一 a| = 2 十 zy | 


| 二 2 | | 702 gm 
| 3 | | a.0v0) 3 
81 求 工 一 中 心 +adz+ eta)dy + (rt yde,L: 
: 一 于 
> (a 0). 
下 十 这 一 仙 


解 了 一 了 +| Crdz 十 ydy 十 zdz} 
工 


一 | 十 ?十 sd yt 2) 一 耻 . 

1.4.3 级 数 求 和 

你 大概 对 级 数 求 和 问题 很 感 兴 趣 ,能 完成 无 穷 多 项 相 加 ,多 
么 引 人 ! 本 书 圣 少 有 两 处 -一 一 本 段 及 6. 3 节 一 一 论 及 级 数 求 和 . 
求 和 法 可 能 是 微 积分 学 中 最 精巧 的 方法 之 一 ,但 其 要 领 其 实 很 
简单 :要 求 出 S = > ,am 首先 要 将 级 数 适 当 "变形 ”使 之 转化 为 
已 知 其 和 的 标准 级 数 .“ 恋 形 ” 的 主要 方法 是 :分 解 . 逐 项 微分 或 
积分 ,后 者 在 6.3 节 中 考虑 ,前 者 则 是 本 段 的 课题 ， 

“分 解法 ” 求 和 实际 上 已 由 题 56 提示: 若 > ur 与 了 yw 皆 可 
求 和 , 则 可 用 > ;Co 十 ao 一 > 十 yw 自然 ,你 必须 牢记 
一 定数 量 的 基本 求 和 公式 ,如 
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Sr = zr < D); 《1.4.8) 
Dy rn! 一 ez < 0); C1. 4.9) 
全 人 (一 1)"z" tC2n 十 1)1 = sinr(|z| < 0); 
{1.4.10) 
> Drs=ind tr lr 
C1.4.11) 
Dano Yn 一 mA12 .4.12) 
此 外 ,你 所 要 作 的 就 是 将 要 求 和 的 级 数 分 解 为 上 述 级 数 的 其 种 
组 合 .当然 ,成 功 的 分 解 需 要 一 点 技巧 ;而 求 和 的 艺术 硅 很 大 程 
度 上 就 是 这 种 分 解 的 艺术 . 
82 求 S(z) 一 让) (rn? 十 4 十 1)2-"x"/n1( 参 照 题 6,16， 
172. 
解 ”首先 由 观察 判定 :应 以 转化 成 级 数 (1. 4.9) 为 目标 进 
行 分 解 . 令 i 十 Rn 十 1 二 rtn 一 1) 十 2n 十 1; 有 


i 1 1" Ce 1 工业 
SG) 一 之， 而 一 2 5] fo rs, 


十 全 人 二 | 和 上 一 《4 十 工 十 1)e 

你 大 概 已 司 出 规律 : 若 己 人 是 2 的 多 项 式 , 则 应 如 此 分 解 
如) ,使 得 Pn! 三 (ay 二 [一 1) 1 十 … 于 是 ， 
利用 只 一 人 十 lz 一 1 十 人 十 1 一 工 就 能 解 ， 

83 求 SCr) 一 > (一 DwizjGn+ D1(= (十 1 十 
x le —Zzx 1). 

车 级 数 通 项 含 国 子 37C2n 十 1) 1 或 1V(2n)1, 则 多 半 要 用 到 
sinT( 或 cosx ,shzx chz) 的 展开 式 , 分 解 级 数 应 以 此 为 县 标 . 

84 求 Stz) 一 六 (一 1)(2n3 十 12n731. 
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解 “ 作 分 解 2n7 十 1 二 271[2n(2n 一 1) 十 2 十 ?于 是 
A 攻 -- 1 3 -下 区 网 《一 1 ) "1 
Sr) 一 也 人，， TS， 1 


(2n)! 2 A {27 1)! 
= Oo Dwr” 
+ 2 (271)! 
一 【1 一 2 lrijcosxr — 2 lrsinzx., 
用 类 但 的 方法 你 能 解 下 题 : 
85 求 人 > 人 (一 lar™ on 十 1)! (= 20cosy 一 


Tlsinr)). 


求 形 如 Da (Can 十 十 人 的 级 数 之 和 可 考虑 分 解 tani 
十 Bn 十 c) :一 4 一 所 十 有 2 一 有 ,然后 用 (1.4.11) 式 . 
36 求 SGz) 一 2) (一 Dar/tn? 十 站 一 2)， 
解 作 分 解 ,a7( 十 2 一 2) 二 371[(x4 一 1) 1! 十 2tn4+ 
2) ,然后 有 
1 "tla"t? 


(1) 2 Tu (Oe 
SG = 3 < aC—1 5 二 之 5 十 了 


二 之 2 ZT 
= FInd 十 z) | nd + 2) + 十 下 | 


= nt + 一 下 十 6 1<x 雪 1. 
87 求 SCz) 一 人 《一 ] Le 十 下 一 2)， 
解 类 似 于 上 题 ,Stz) ~ 三 丰 linQ + x) 一 
2x 一 3 十 66 


Ta (一 1] 之 I 寺 1). 


88 求 SGz) 一 人 (一 1 2 "(2 一 xz) “aa 十 
1 )， 
解 令 y 二 2 十 x)(2 一 x) ,信用 上 面 的 方法 : 
wd 一 (1 十 3 nl 十 3 一 1 
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xz 8 十 2z 

Ct) 《2 一 工 六 

89 求 5== Dn 人 G+ 1) ?Gn 二 2) 

解 “用 待定 系数 法 得 出 分 解 ( 和 参考 1. 2. 1); 
1 1 _2l 

mtn ln 2 dn: 4nin 十 1) 


一 1 之 和 0) 


51 二 1 
den 二 1)tn + 2) Cx 1): 
1 
40n 十 2)2 7 


然后 利用 (1.4. 12) 及 之 ) na 十]) 一 一 1 
ll 2 1 5 1 
一 二 之 :有 十 二 7 下 亲 一 证 之 :am 二] 
~“1 lel1 
十 人 二 十 可 之 二 一 (02/4) 一 《39/16)， 


你 能 类 似 地 解 出 : 
90 求 BY GD" n(n 二 2) (一 (rz/24) — (5/16)). 


十 


1.5 计算 结果 之 检验 


你 用 了 铺 满 一 大 张 纸 的 算式 之 后 终于 有 了 结果 ,你 能 自信 
所 得 答案 正确 无 误 吗 ?如 果 无 从 判断 , 望 着 可 艇 的 答案 不 安 地 哨 
着 笔杆 ,你 必定 心急 如 焚 . 本 节 将 告诉 你 ,有 许多 简单 办 法 可 用 
来 或 粗 或 细 地 检验 结果 ,或 者 消除 你 的 疑虑 ,或 者 促使 你 尽快 改 
强 寺 张 . 

1.5.1 ， 幅 的 检验 

你 多 半 字 感 用 简捷 但 可 能 不 十 分 可 靠 的 答 验 法 , 因 你 珍惜 
时 间 ; 在 时 间 被 严格 限制 的 场合 尤其 如 此 , 下面 提出 十 条 简便 检 
验 法 ,你 可 依据 算 题 特点 选用 . 
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Ki “检验 符号 . 以 下 这 些 量 藤 非 负 : 非 负 医 数 的 定 识 分 . 重 
积分 及 第 一 类 曲线 或 曲面 积分 : 正 项 组 数 之 和 ; 纠 长 .面积 . 伍 
积 、 质 其 与 转动 惯量 ; 首 项 为 正 的 Leibniz 型 级 数 之 和 ,等 等 . 若 
计算 如 上 的 量 得 出 负数 , 则 必 错 无 疑 . 

91 求 5= 2 一 17” 27 人 十 1 

解 Ss 一 27 (— Dn n+ 1)7!) 二 
Cr/12) — 1 — 2lng, 

检验 。” 因 S < 0, 结 果 有 误 . 实际 上 5S = Cx/j12) 十 1 一 
2in2. 本 题 算 法 可 行 , 错 误 源 十 朴 忽 . 

(i) 检验 量 的 界限 . 对 某 些 量 不 经 计算 即 可 预知 其 所 在 
范围 ,者 答案 不 在 预定 范围 内 , 则 必定 计算 有 误 . 

92 求 了 一 he 十 2 十 1) 1dx, 


解 令 “十 本 十 1 一 于 2 十 二 则 


|” 站 5nli+ -| 
5 3 一 一 dt? 10 ， val 
检验 ”由 和 wx 干 X 十 1 和 x 一 1(z 这 1) 推出 


1 [有 dz “dx 1 
一 ] 一 一 -一 一 一 一 
5 "2 | TOT <1<| LL" 5 “ 


而 jiIn 1+ - 专 |< sn2， 结 果 有 误 . 实际 上 了 = 


3nl1+ - 专 |. 
93” 求 均 质 曲面 < 一 计 一 x* 一 Gz 关 0) 之 重心 (F175). 
解 i 
= 一 cas 二 | oi) /IT dr = 


23 
140° 

检验 ”曲面 硕 点 是 (0,0,3/4) ,可 断定 0 过 zxz 之 378, 因 此 管 
案 不 正确 . 实际 上 z= 477140. 

(ii) ”检验 膏 侦 性 , 应 理解 并 记 住 以 下 结论 ; 奇 肾 数 的 导数 
与 原 函 数 皆 为 偶 函 数 , 而 其 吞 级 数 展 开 式 仪 合 奇 次 项 ,Fourier 
展开 式 是 正弦 级 数 ; 俐 函数 的 导数 与 一 个 原 函 数 是 奇 函 数 ,其 短 
级 数 展开 式 仅 含 侦 次 项 ,Fourier 展开 式 是 余弦 级 数 ; 若 (x,y) 
是 yy 的 奇 [ 偶 j 函数 , 刚 wy = | ee?dz 是 亲 [ 偶 ] 烟 数 ,等 
等 ， 

94 求 1= jar + VE Ti)dz. 


解 ” 令 w= 二 4 十 vx’ 十 1; 用 两 次 分 部 积分 得 出 1 一 zln?w 
一 2 vi 二 xn 2r: 十 

检验 ”lnw 是 奇 函 数 ,ln*w 是 偶 函 数 ,因此 了 = 奇 医 数 十 C， 
与 结果 不 合 . 正确 答案 ,= zaiw 一 2 vT 十 tng 十 2 上 

95 展开 (x) = (arctgz)2 为 z 的 宕 级 教 ， 

解 ”利用 aretgz 一 人 (一 1)Izor1/(2n 一 1), 用 级 数 
乘法 得 ; 


= > 一 | 1 re 1 Ea 
f(r) 2 1 一 1 十 读 十 + 一 i 二 (|x| 所 
1)， 


检验 ”f(z) 是 偶 函数 ,其 展开 式 确 只 含 偶 次 项 ,因而 可 初 
步 肯 定 其 正确 性 . 

96 在 [一 x,x] 上 展开 上 XT) 二 arcsin(tsinx) 为 Fourier 级 
数 . 

解 ”直接 算出 Feurier 系数 a,,6,, 得 
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F(x) = > 二 了 Tsin(2z 一 DzxCtlr| SA). 

捡 验 ” 因 fCz) 是 奇 函 数 , 且 .Fr 一) 一 了 (zz) ;必定 了 Lr) 
一 > Om-isint2n 一 1)x( 见 1,3. 1), 答案 合 于 此 形式 . 

97 求 S{r) 一 全 《一 10" Ix" /nt2n 一 工 )， 

解 ”用 题 86 的 解法 ,不 难得 出 : 

ST) = rarctgzr 一 Infl — x tt|r| S17. 

检验 ”5 cz) 是 偶 通 数 ,答案 确 如 此 . 

98 求 了 = | ebpedrda > 0). 

解 ”利用 标准 的 积分 | ”od: 一 /元 (参考 1.4. 1): 


Es i 5 1 pp’ | 
| sp[ “|x 2a | 十 a 


一 | Ee 
检验 了 工 应 是 的 惕 函数, 答案 确 如 此 . 
2 yO 
9g9 求 了 一 | zdzx,L 为 曲线 | ， 上 从 点 (0,0,0) 
工 i 二 


到 (ea,w2a) 的 一 段 ， 
解 引入 曲线 的 参数 表示 ;x 一 actg'tyYy 一 dctgt,2 一 
acost(1l 十 cg 并 < Sa/2| ， 


1 


ni? 
“| cos wsindl 一 7sin:t 十 8dr 


ry SN 


1 
一 | Hu vu oo Tu Bd 
- 


a | 25 十 35] 
-| 10oo v 枢 一 72 一 171 . 
256 wa ”17 | 
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检验 。 若 以 一 a 换 a4, 则 工 换 为 关于 yx 平面 的 镜 象 ,1 不 
详 , 因 此 了 为 a 的 侦 阔 数 . 答案 确 如 此 . 

div) 检验 周期 性 . 周期 函数 的 导数 为 周期 函数 ,而 其 原 函 
数 是 周期 葡 数 与 线性 函数 之 和 ， 

100 求 了 一 jimza 十 sinszr7 一 二 工 . 

解 今 工 一 Cert 一 dz/sin*zx ,得 


-| 十 六 十 2) 
一 工 一 -aretgtetgz/ w 2 ) 十 己 ， 

检验 。 答案 是 则 期 函数 与 线性 函数 之 和 . 

(7) 检验 对 称 性 ”车 /zep) 是 a,8 的 对 称 函 数 , 则 
Yes) = | f(x,asBydz 为 对 称 函 数 .一般 地 ,车 已 知 条 件 关于 
参数 a,8,… 对 称 , 则 计算 结果 亦 必 关于 a,8,… 对 称 . 

101 求 了 一 三 Carsinir 十 妈 2cos2 !dr ap 0). 


解 令 t= tgz = | Ce + di = x/2|abl. 
0 
ria 本 
检验 因 | Calsin’xw + bicosir) ldzr 一 | “(acos?x 二 
0 0 


asinzz) dz 参考 4.2), 故 工 关于 a,5 对 称 . 答案 合 于 此 ， 

102 设 n 六 01 求 区 域 a xr 十 "十 c "x 入 1 x,ysz 膏 
0 之 体积 下 

解 念 工 一 arcospsingpy = brsindsing,z = crcospy 则 
dxdydz = aacrssin 细 rdbgdp0 A 一 (cos"gsin" 十 sin'fsin"g 十 
cos" 的 1 


ac fr nf. . 
Y 一 | dg [Lsin"gfeos" 有 十 Sin 有) 十 cos 多] "singdg 


令 上 一 tp: 一 te6， 易 得 Y 一 全 2 ee 


\ nn 4 纤 ， 
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检验 WV 显然 关于 a,5sc 对 称 , 答 案 确 如 此 . 

(vi) 检验 齐 次 人 性” 若 .Fzya 月 关于 (oa 的 是 严 次 齐 次 
函数 , 则 g(a,B) ~ | fewasB)dz 是 加 次 齐 次 函数 . 一 般 地 , 若 
已 知 条 件 关 于 参数 a,8,… 是 齐 次 的 , 则 计算 结果 是 ,8,… 的 
齐 次 函数 ， 

103 ” 求 同 线 a-x? -5 二 'z 十 nn!y 所 围 面积 S 

解 仿 工 二 arcosD ,yy = brsind,WW drdy = atrdrdd ,0 s 7 
Sam lcosB + bn sing, 

ap fi er ， 耳 ， 

号 一 | | pcose sing| dg 一 天 十 更 上 

检验 ”已 知 条 件 关 于 4a 直 与 六 ， ,是 卉 次 的 ,因此 3 亦 应 如 
此 . 

104 ” 求 密度 为 1 的 锥 面 > 三 vv 十 (0 有 = 所 站 关 
于 直线 y = 0.z 二 2 的 转动 惯量 工 . 

解 ” 令 7 二 yz’ 十 yy， Was = V1+ 2 二 ztdzdy = a- 1 
we 二 bi:dzrdy 

1= [Ey + ( — 6 
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A 2 并 站 1 2 
= TT? 二 [ de| | sinz8 十 | 所 一 | ja 
站 加 | 


map | 和 十 b: | 


a wa 十 5| def [aitisinsd + BCt — 1): kde 
= To C3a? 十 25?) var 二 玉 ， 
检验 “上面 演算 中 最 后 一 个 积分 之 被 积 隔 数 关 于 a,5 是 2 
次 齐 次 的 ,因此 了 关于 a ,8 应 是 4 次 齐 次 的 ; 符 案 正 是 这 样 ， 
{vii) ”检验 方 次 ” 设 卫 是 茶 个 依赖 于 参数 a.6,… 的 图 
形 ,已 的 方程 对 宛 ,yz be 是 齐 次 的 (不论 次 数 ), 则 D 的 体 
36 


上 


积 是 a2,… 的 3 次 齐 次 函数 (长 麻 . 面积 .转动 惯量 等 类推 ) ,上 
次 齐 次 函数 .Arzyyyz) 在 号 上 的 体积 分 是 e 当 ,的 二 十 3 沈 齐 
次 消 数 ( 线 积分 与 面积 分 类 推 》. 

105 求 昌 线 (x 十 y= ilxt! 十 及) 所 围 面积 5. 

解 。” 用 极 坐 标 易 算 得 5S = 3ra*/4. 

检验 。” 曲线 方程 关于 之 ,y,a 是 齐 次 的 ,因此 5 关于 a 应 是 
2 次 的 , 确 姑 答案 所 示 . 

106  ” 求 密 度 为 1 的 球面 x: 十 y 十 xz? 二 2az 关于 z 轴 的 转 
动 惯 量 工 . 

解 ” 令 = Vz 十 y, 则 dS = adxdy/ va 一 ri, 

r= J: + yds = 2| de| = sr = 2 

检验 。 球面 方程 关于 x,y,z,& 是 齐 次 的 ,因此 了 应 为 a 的 
4 次 沼 数 , 确 如 管 案 所 示 . 

107 求 辕 习 十 二 a 与 十 (yy 一 a0)? 二 (6 之 a) 所 
图 之 面积 5， 

解 ”两 圆 交点 为 ( 士 cui] ve 一 之 V3” 一 本 ,于 是 

$=—2| /ra + VE dx 

~ c(tva — ei 十 voc 9a) 


Brae! 


.ce .ce 
十 uiarcsin = 十 Parcsin 一 


pb 
2 ,2 
一 一 总 Vda 一 虹 十 azarcsin 和 人 
a 
2 
+ arcsin 4 一 多 
20a 


检验 ”图 方程 对 xz,y,a,6 是 齐 次 的 ,因此 5 应 是 4a,5 的 2 次 
章 次 负数 , 确 如 答案 所 示 . 
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108 求 7 二 用 yidowV: 硅 十 新 十 各 和 112 之 由 

解 1 = 人 abc. 

检验 VWV 之 边界 面 方 程 关 于 六 ,yz ,141b， 。 是 齐 次 的 ， 因此 了 
关于 cp 是 2 十 3= 5 次 齐 次 函数 ,答案 有 误 , 应 为 了 工 一 


经 abae( 参 照 是 497)， 


viii》 检验 特殊 值 . 以 参数 的 革 些 特殊 值 代 人 答案 ,看 是 
否 得 出 正确 结果 , 例如 要 101 当 e =2 = 1 时 直接 看 出 了 一 /2， 
这 就 在 对 称 性 检验 的 基础 上 增强 答案 7 一 /2|ab | 的 可 信和 度 . 再 
看 两 例 ， 

109 ” 求 球面 十 x 十 x 二 at 包含 在 柱 面 a x: 十 5 ?yi 
二 1 志 a) 内 那 部 分 的 面积 5. 

解 ”注意 ds = se 于 是 


. a 
一 8atarcsin —, 
了 


SG= sof dz WA 
ww 本 和 
检验 ” 当 e = 5 时 球面 全 部 进入 柱 面 之 内 ,此 时 5S 一 dra?， 
这 正好 是 8a:arcsintp/a) |,.，. 


™ nta: + ry} 


110 求 工 一 Ta 0). 
解 用 6.4 中 的 方法 : 
ai ~ Zad 工 nr 


aa Jo Cx TF adr 6) pra ey 


lnzx 2inzf” dr ring 
了 | -6 一 . 
| -站 Pe Er Bp 


lnla 上 吾 》， 


Oe 


了 一 


二 和 于 页 
检验 下 2 61 
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= lnfl 十 了 _ 
所 1 -上 全 


(参考 题 478) ,这 正好 是 也 In(a 十 如 | 

Cix) 检验 极限 值 ”这 可 看 作 特 殊 值 检验 法 的 一 种 推广 ， 

111 求 a (x 一 8 十 5 ?Cy 一 H》* 雪 1 内 的 点 到 不 点 的 
平均 距离 平方 4d. 

和解 = es 十 YiYdzdy 
mn 十 41a? 二 BY, 

检验 。 直观 上 很 明显 , 当 a,b8 一 0 时 di 一 mw! 十 mn , 这 下 好 
可 从 管 案 得 出 ， 

112 在 半径 为 a 的 球面 上 用 平面 截 下 一 块 ,其 中 的 点 到 平 
面 最 大 了 距离 为 , 求 其 面积 5. 

解 ” 用 类 和 杞 于 题 109 的 方法 易 算 出 8 一 2xah. 

检验 ”直观 上 显然 当 声 一 0 时 $- 一 0 当天 一 e 时 5 一 2me:， 
此 两 点 上牌 为 答案 所 满足 . 

(x) 检验 组 合 值 ” 设 己 分 别 求 得 T,7 ,而 了 十 J (或 某 个 组 
合 af 十 6) 容易 直接 求 得 , 则 两 种 结果 的 对 比 纵 出 1,J 的 初步 
检验 . 

113 求 工 一 | ercosizdz, 一 [essinrzdz. 

解 ” 用 两 次 分 部 积分 可 求 得 了 二 3Ce” 一 1)15; 类 似 地 有 有. 
= 2(e” 一 1}/5, 


检验 1 十 J/ 一 | edz = er 一 1, 与 答案 相合 . 


mi 
1= 中 lneosrdz = xln2 


本 /了 了 
tt4 求 1= | COS drta,b > 0). 


oo dsinir 小 picosizr 
解 ” 用 代 换 :一 tgz 易 得 1 = x/2b(a 十 双 ). 
检验 交换 A 地 位 : 
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元 全 osx jd 
2alta +h) jo ezeoszTr + bisiniz 


mp sr 
SiFl oT 
=| ST dr 会 
intr 十 本 COS 位 


(参考 4. 2) ,于 是 于 = | dz = az7 十 , 与 答案 相反 ， 
以 上 十 种 检验 法 至 少 可 用 来 揭露 明显 的 错误 , 若 能 几 种 方 
结合 使 用 . 剧 检 验 所 确立 的 可 信 记 更 大 .但 要 完全 确立 结果 的 
. 正确 性 , 常 不 免 要 作 细 的 检验 ,在 问题 重要 而 又 时 间 充 裕 的 场合 
尤其 如 此 ， 

1.5.2 细 的 检验 

如 果 你 以 为 细 的 检验 ”意味 善 细心 重 算 一 人 遍 , 那 就 过 于 锋 
税 了 . 重复 演算 固然 不 失 为 有 用 ,但 我 们 宁可 推荐 其 它 方法 ,至 
少 有 以 下 四 种 方法 可 殿 选 择 ; 

0) 道 运算 检验 。 微分 与 积分 ,展开 与 求 和 ,如 司 荚 法 与 
除法 一 样 可 看 作 互 逆 的 演算 . 因此 ,如 同 可 用 有 箭 法 检验 除法 一 
样 , 亦 可 用 微分 答 验 积分 ,以 求 和 检验 展开 ,"…… ,一 般 地 ,以 首 
运算 检验 原 运算 . 

115 求 7= |mcz 一 vx’ 十 1)dx， 

解 ”用 分 部 积分 法 : 


T= xlntzr 工 


加 区 
1》 | 二 dz 
= Xlntz 1) 一 2 二 Tl1+C. 
检验 
[xlntz + wz 十 T) 一 2 vx +1] 


一 in(zr -H wz 十 1 二 一， 
十 1 


答案 不 对 ,更 正己 一 rinkz 十 VT 十 1) 一 ve 二 1 寺 人 C. 
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116 ”展开 (x) 二 (一 x) -1 十 72) 1 为 工 的 窜 级 数 . 
解 ” 用 题 9 的 解法 : 


f(z7) 一 $i | 
= Ee tt Der 
一 Cr" 十 "下 , 
检验 。 用 求 和 法 ， 
= 
1 十 立 1 


1—zx: (rd x) 
117 设 有 4,B 是 4 阶 方 阵 ,4 可 道 ,1 是 n 阶 单位 阵 ,Q = 
A BB 
二 一 ] 
四 了 ,可 . 


ia pi 
解 用 类 比 法 :对 于 2 阶 矩 阵 C 一 | 。 11 “天 0), 直 接 算 


— a lp 


cc 人 
0 1 


,由 此 推断 已-! 一 的 - 人 3| 


4 作 和 尖 0 7 。 1 |-(o 


(i) ”改换 算法 检验 。” 用 两 种 完全 不 同 的 方法 解 同 一 算 
本 ,车 两 种 方法 出 现 错 谋 的 概率 各 为 eC0 志 & 过 1), 则 辣 时 出 错 
的 概率 仅 皇 ,而 同时 得 出 同一 错误 答案 的 概率 更 小 , 因此 ,改换 
算法 检验 有 被 大 的 可 靠 性 . 


118 求 了 一 | ydz 一 xdy: 工 是 正 向 单位 圆周 . 
解 令 工 一 cosfyy 二 sint(0 之 + 所 2x), 则 


2 
了 一 一 | (sin3t + cosit)dt 一 一 2x. 
机 
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检验 ” 设 厂 是 单位 图 盘 , 则 由 Green 公式 有 
了 一 一 2 || dzdy 一 一 2r. 


ii》 数值 检验 ”这 可 由 以 下 例子 说 明 ， 
119 求 呈 一 他 (十 1)27"7al 
解 “用 题 82 的 解法 ， 利用 丰 十 1 二 n(n 一 十 十 1， 


i 1 人 

$= 2 cr to nr 
+ 2 lz] 

=- ve r= 


检验 ”7 Ye /4 二 2, 885'…; 男 一 方面 ， 
5 ,10, 17 ,26 
8 48 10X24 32X 120 
这 表明 答案 是 高 度 可 信 的 
(iyv) ”随机 取 值 检验 。” 设 已 求 得 某 个 量 @== 7(z). 如 1. 
5. 1Cviii) 所 述 的 特殊 值 检验 固然 简便 ,但 可 信和 潮 毕 况 不 高 . 若 随 
机 地 取 值 x, 能 得 到 正确 值 tx), 那么 在 很 可 靠 的 程度 上 可 断 
定 久 = (ZX) 为 真 . 试看 一 例 ， 
120 在 -一 xr,x] 上 展开 f(x) 一 1eosz| 为 Fourier 级 数 ， 
解 子 为 偶 范 数目 Fr 一 z) 一 7Fz) 故 jz 一 2ian 
十 全，aacos2nz( 欠 有 昭 1.3.1). 算出 
4 一 1) 一 1 
Cdn: 一 1 3 
4 


于 是 f(x) 一 2 十 元 2 1 edn’ — 1) cos2nr. 


S21 二 1 一 


4 m2 
an 一 二 | coOs-ecos2nd 一 
6 


Cn 0) 


检验 。 令 g(x) = 二 | Fer) 一 和 |， 随机 地 取 二 二 1.7, 有 
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#1.7) 二 一 0. 3988… , 另 一 方面 ， 
COS3G*， 生 coOs6 "BB EOS1NO * 2 一 
3 15 35 


这 很 可 靠 地 核验 了 答案 的 正确 性 ， 
1.6 解 算 题 的 问 接 方法 


在 数学 中 “直接 法 ”与 “间接 法 ”这 一 对 词 在 多 种 意义 上 
使 用 . 在 某 种 意义 上 ， 几乎 所 有 的 计算 有 赖 于 间接 法 (全 如 :用 定 
文 直接 计算 稍 难 的 定 积分 就 篇 直 不 可 想象 ). 不 过 ,在 相对 的 意 

上 ,不妨 将 所 有 具 标 准 演 算 程序 的 方法 看 作 直接 法 . 本 节 所 
称 的 间接 法 , 意 指 所 求 的 量 仿 不 是 直接 求 出 ,而 是 先导 出 驴 满 足 
菜 一 关系 式 , 然 后 由 此 关系 式 得 出 Q. 运用 间接 法 可 能 因为 别 无 
选择 ,也 可 能 因为 直接 法 不 够 方便 ， 

1.6.1 递 推 公式 法 

设 要 求 一 个 与 整数 上 有 关 的 量 @@,, 不 妨 设 z 之 1(z 亦 可 从 其 
它 某 个 整数 开始 ) , 称 形 如 

六 一 HQ, 1) 《1.6.1) 
的 公式 为 递 推 公式 . 如 果 已 扼 &, 则 相继 4 一 1 次 运用 递 推 公开 
即 可 求 得 BQ 若 % 实际 上 仅 与 ,1( 或 所,-s) 有 关 , 且 名 比较 简 
单 * 例 如 锡 与 4 无关), 则 可 能 由 递 推 公式 求 得 QQ, 的 通 式 . 


首先 考虑 了 一 | PCcdz, 利 用 分 解 产 (z) = 户 -"Cz)[I + 


gfz]] (或 户 (z) 二 六 3x)[1 -g(x)]) 及 分 部 积分 可 获 递 推 公 
式 . 


i121 求 L= |sin"zdz 的 递 推 公式 . 
解 ”利用 sinzz 二 1 一 cos?z 及 分 部 积分 得 


0. 4006*: 


和 3 


一 工 _， 一 Cin zeoszx 十 了)， 


有 


Ei 了 一 研 困 lr, sin" ireosz Cn 之 2). 


尽管 不 易 得 出 示 的 通 式 ,但 利用 工 可 求 得 


[3 二 
/会 | sin"™ .xdz = Rn yk a) i,, 


其 中 一 0 或 1, 显 然 .10 二 x/2,7) 二 1. 
122 求 1 = |eoseaz 的 递 推 公式 ， 


rr 
站 


解 仿 上 题 , 志 一 工 一 7 十 二 cos ‘zsinz Cn 2). 
123 求 L = :gd 的 递 推 公式 . 


解 ”利用 tg:xz = Cgx)’ 一 1 -1 


nn 


Te — 1,_s, 
Le 
124 求 1, 二 | tg'’zxdx. 
o 


解 ”由 上 题 得 出 1, 一 一- 一 了 7,,. 直接 算出 1 二 /4,1 


如 一 1] 
一 ln2, 于 是 
1 
和 TD 于- 全] 
Tn) = | na 1 十 去 一 光 十 一 六 | 演 1). 
125 求 二 = | 一 z "dx 的 递 推 公式 . 
2n Tl 一 人) 
解 了 人 Dn 十 Ti 十 他 了 十 1 
， 1 《28z》1 1 
>: | Fe 一 
注 “由 以 上 结果 荔 导 出 | (1 一 rrdz 一 -Ce 
癌 荆 加 
126 求 1, 二 er 的 递 推 公式 . 
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解 ”利用 1 一 eosz 十 sinzr 及 分 部 积分 得 


7 一 了 ,十 | coszxdsinz 
sin"x 
有 一 27 _ COST 
nl Cn 一 lysin’ tr” 
dx ， J 
127 求 王 一 | 二 的 递 推 公式 . 


2 sinx 


解 仿 上 题 ,到 一 1， 十 


(了 一 lcos" lx 


了 
128 求 工 一 | cos"Tsinnzdz. 
[4 


mii 
和 解 ”1 = | cos“ lr[sina 一 1)z 十 singz 十 1)z]dz 
入 


一 1 1 #1 1 
一 1 eos lr(lsinnreosr 
2 2 Jn 


十 cosnrsinz dz 


1 1 了 
一 也 (7 7) | cos” lrcosnzd (coszr) 
2 Jn 


(分 部 积分 ) 二 二 7 _: 十 元， 
于 是 归纳 地 得 出 上 = 之 2 1/ 党 1)， 
129 求 [= [cosrzeosnzdz. 
解 ” 仿 上 题 ,首先 得 1 = 1/2, 然 后 有 1 二 x/2"+1. 
130 求 1, = | sim zsinnzde 的 递 推 公式 . 
解 “分别 将 题 128,129 中 的 I 记 作 工 , 开 , 则 


wi ' 
了 一 [ cos'zsinn 部 一 z| dx 一 sin ST — eos sa 
(参考 4.2) ,于 是 综合 题 128,129 得 


fo 一 一 荆 F 十 《一 | 1 1 


4 SM 一 生 4 | 
和 45 


Tom—1 一 一 Flo Cm = 12. 


min 
131 求 I1 二 | sin"xcosnzdz 的 递 推 公式 ， 
解 信 上 题 ,1 一 一 了 2 af 4， 
1 1 1 ， 
[ons =— Tl 1)"| + 起 | 六 


1 4 十 了 
除 积分 问题 外 ,需要 推导 递 推 公式 的 问题 尚 多 , 且 散 见于 各 
个 领域 . 下面 是 几 个 例子 . 
132 设 S。 二 > , 求 53,4. 
解 显然 3 一 po 一 nr 十 1)72. 由 
Ss = Dy 十 17 
一 人 (和 十 3 和 十 3 二 1) 十 1 一 人 十 1 
一 省 十 39 十 3 十 天 十 1 5 十 17 
得 So 一 ICGn 十 1 一 人 一 1 一 383 
一 6 十 1)522 + 1). 
从 上 题 得 到 启发 ,你 能 解 一 般 的 问题 : 
133 证明 
Sm 一 | 二 1 一 一 1 一 |” + Js..]. 
利用 以 上 结果 容易 导出 : | 
9 ,3 一 Fn 十 下 一 《Si 


光一 am 十 17532 -+ 1)C3n 十 31 一); 


5 一 Ds 二 二 (2p2 十 2n 一 1). 


134 设 yy= cosf8arcsinzr), 求 yo2(0)， 
解 令 日 一 arcsinz， 
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My 一 ceos89.y =— BsinBd/ v1 — x’, 
(1 Co 2)y 一 xy = Py, 
用 Leibniz 公式 对 上 式 两 端 到 nn 阶 导数 并 置 x 二 0 得 y* "(0) 一 
C2 一遍}y 中 (0). 这 结合 ywC0) = 二 1,Y' (0) 二 0 得 

y= 0) = TE CR: 一 ,yc Pt0) = O00n 2 1), 

1.6.2 代数 方程 法 

此 方法 的 要 点 是 : 为 计算 星 总 , 竺 导 出 含 护 的 代数 方程 
天 (和 ) 一 0: 然后 解 出 已. 导出 方程 CQ) 一 0 的 一 种 典型 方式 是 ， 
对 外 的 袁 达 式 作 适当 变形 ,使 之 得 出 急 = yp(Q). 因 变形 的 结果 
右边 仍 出 现 急 , 可 以 说 变形 使 @* 回 归 ", 而 方法 的 关键 在 于 找到 
能 回归 @ 的 变形 . 

133 求 工 一 [shaxsinprdz Cor 二 0). 

解 ”用 两 次 分 部 积分 得 出 ; 

i=au ‘charsinbr — a ‘bshrcosbr ~— a ‘bl, 
注意 了 已 在 右 端 回归 . 由 上 式 解 出 
了 一 《ea hy l(achazsinbz 一 bshaxrcosbx) + CC. 

以 上 解法 所 用 的 “和 何 妇 变 形 ” 基于 分 部 积分 法 与 函数 shx， 
sin 对 微分 运算 的 * 回 归 性 ”, (shzx)" 一 shryfsinzyn 二 一 sinz., 
e* 与 cosx 亦 有 类 似 的 回归 性 ,因此 你 能 用 上 曾 的 方法 解 题 36 及 
下 题 : 

136 求 了 = |shareosbrdx a? 二 +B? A 0), 

解 了 一 (fa 二) Cachazrcosbr 二 bshazrsinbr) + CC. 

137 求 I=| 0 zlnd + zx)dz. 

解 ” 由 十 1 = 二 2/(t 十 1) 得 lnt1l 十) 二 In? 一 Ilr(l 十 


站 ,可 试用 代 换 + 二 ;一 1 一 二 二 ,得 到 
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:1n2 1nd +t) ， 
7 一 上 ] 十 到 dt 


由 此 解 出 了 = Bln2. 


一 In2 一 了 ， 


138 求 1= Jsininadz. 


解 T= rsinlnz 一 Jeoslinzdz 
= xsinlnr 一 xcoslnzr 一 了 ， 
由 此 解 出 了 一 2-1rfsininz 一 coslnzr) 十 CC, 
注意 ,在 上 是 中 令 1 = lnz 得 了 一 [esiniar. 


139 设 AEC[abj;f(a) 一 了 5) 一 0,| frydx — 1， 
下 
求 工 一 | TAT tr)dr, 


解 et eA 
1 ,由 此 解 出 了 二 一 172， 

140 设 S(z) = 人 > auzrau 一 Gil 十 ao it 2) ,1 二 
ez 二 1, 求 S{tx), 

逢 ”利用 a 二 a_i 十 -so 可 归纳 地 证 明 1/2 所 a4/4rii 所 
1, 这 表明 之 )asz' 的 收 敏 半径 六 1/2,. 当 |z| 之 1/2 时， 

Sr) = ret Dy a 1 a x 
二 六 十 十 wtr) 一 zj] 十 x:S (CT), 

由 此 解 出 Str) 一 fl 一 工 一 2:)， 

一 般 地 , 若 对 a, 有 未 推 公式 a = hi 十 pga-: 十 , 则 可 
考虑 导出 Stz) = >avz" 的 基 个 方程 . 

141 求 Stx) = Dy nv", 

解 ” ”注意 到 2n 一 Cx 十 1 十 (4 一 1) 一 2, 作 变形 : 
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SG = TB + Dr + Dr 一 
Ee 
= 二 LS Ce) x] 4 TS (x) I 一 一， 

由 些 解 出 SCz) 一 (zx 十 /1 一 |zx| < 1). 

当然 上 题 亦 可 用 逐 项 微分 法 计算 (参考 6, 3). 

自然 不 排除 使 用 方程 组 ,下 面 是 用 个 简单 例子 . 

142 特 A(z) 二 er 十 sinzx 表 为 一 坷 晴 数 与 一 惕 函数 之 和 . 

解 ” 设 fCr) = 二 gCr) 十 有 Cz) g(r) 与 htx) 分 别 为 奇 函 数 
与 偶 出 数 , 则 EE 必 满 足 方 程 组 

gCT) hitr} =e + sinr, — g(r) Th(r) 一 e snr, 
由 此 解 出 g tx} 一 shz 十 sinz A(z) 一 chz， 

受 上 题记 发 ,你 应 能 解 形 式 版 不 同 的 下 题 ， 

143 “分解 2 阶 矩 阵 44 为 对 称 矩阵 与 反对 称 矩 阵 之 和 . 

解 4= 寺 (4 十 47) 十 到 (4 一 A7). 

1. 6.3 微分 方程 法 

将 求 未 知 函 数 归 于 解 微分 方程 ,是 现代 数学 中 的 标准 方法 ， 
这 个 方法 在 科学 中 的 系统 应 用 不 在 本 书 讨 论 之 列 . 此 处 强调 的 
只 是 微分 方程 对 解数 学 计算 题 的 某 些 特殊 用 法 ,它们 散 见 于 各 
个 领域 ,难以 规范 化 , 旦 往往 被 忽略 . 

首先 考 虚 求解 “函数 方程 ” 的 问题 . 

144 “” 设 可 微 函 数 fz) 满足 函数 方程 f(x 十 3) 二 [f(x) 
二 FOYT 十 zy] , 昌 六 50) 一 1, 求 Ar) 

解 ” 解 此 题 的 关键 在 于 化 函数 方程 为 微分 方程 . 等 式 f(z 
十 DO[1 十 Fz)ACo] = flx) 十 f(y) 两 边 对 y 求 导 后 慎 y 一 
0, 并 用 fr (0) 二 1 得 . 
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rt 十 了 Cryro)] 十 产 Cxy 一 1 

在 原 等 式 中 令 y = 一 0 得 .roID 一 产 (z)] 一 0, 从 而 (0) 
(否则 产 (x) 三 1, 与 了 (0) 一 1 了 矛盾). 因此 疡 k 一 工 一 
Frz), 解 此 微分 方程 得 f Cx) 一 thz， 

现在 你 不 难 仿 照 芋 面 的 解法 解 出 下 题 . 

145 设 可 微 画 数 Fr) 满足 Fr 十 3) 二 ef) 十 
er(z]y 户 (0) 一 2, 求 rz)， 

解 (x) = fx) 十 2er, f(r) 一 2zer 

146 设 产 z) 可 微 且 | Fezyyay 一 HFCxytn > 0), 求 
fxr). 

解 ”关键 是 将 原 方 程 改造 成 为 | f(t)dt = nzf(zx) ,从 而 
nrf' Cr) = (1 — fe) 于 是 Frz) = Cr 

147 设 f(x)(r>>0) 可 微 是 有 反 函 数 g(D ,| gdt = 
(za 一 8)/3, 求 f(z). 

解 ” 很 容易 导出 产 C(x) 二 (2 vw x)! 并 解 出 f(x) 一 VY 
士 品 , 今 由 原 方 程 定 出 C. 以 8 一 人 一 一 0,7Fo) = 二 忆 代 
入 原 方 程 得 一 8/3 = 一 红 一 0)373, 由 此 项 出 C 一-- 1: 于 是 
Fr 一 ww 一 1 

148 设 了 (lf) 连续 ， 
f(D) 一 3 中 fT)dv 二 上 | , 求 FY). 


解 并 为 个 困 数 ,Fo) 一 0 只 需 考 虑 1 0, 用 球 坐 标 
计算 重 积分 得 出 /Ge) = 12r| /mredr 二 ,因此 所 () 一 
12xt7(z) 十 322 ,由 此 解 出 (1) 一 (et 一 1)A4rC 0). 于 是 
Ff 一 (es — /dare < ceo)。 
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149 设 | zz 二 yodz + 7Cz)[z 十 去 PCz)qy 与 路 
径 无 闫 ,7f(1) = 一 1, 求 f(x). 

解 ” 令 z 一 了 A(z). 由 条 件 “P, 一 @:” 导 出 < 满足 方程 z' (x 
十 221) 二 z ,改写 成 dr/dz 一 (Zz/z) 十 221, 由 此 解 得 x 二 <*( 广 
意 zx(1) = 1),; 因 此 (x)= YY 工 ， 

形 如 题 149 的 问题 颇具 典型 性 ,其 解法 完全 是 标准 的 ,主要 
步 又 已 体现 于 上 例 中 . 

设 Str) 一 了 avzn"， WS' (Cx) 一 Dna 苦 na 可 表 为 
alive 的 某 种 组 侣 (参照 题 140,141), 则 得 出 SCxz) 所 满 
足 的 微分 方程 ,通常 仅 当 av 包含 阶乘 时 才 可 能 出 现 上 述 情况 . 


us 一 1 
150 求 S07) 一 了” 各 二 全 za 
解 令 a = {27 一 2)57[Enla 一 1 可, 则 有 (2r 一 
ta 一 4(28 一 3)an 一 42x_:(n 全 2), 于 是 (注意 a1 一 1) 
Sr) = DY Bn 一 lam rm! 


= 2 + 47 2), (Qn — 3)as. sr 


1 GE a 
和 2 Ga 
二 了 十 42 人) 一 7 Str), 


下 SCry 2 
即 ST) = Try ti 


这 与 $00) 一 0 一 起 推出 Stx) 一 2z7C1 十 v] 一 4 去 
1/2). 

151 求 SCr) 一 >), x"/0n)!. 

解 ” 由 Sx) = 二 SC) ,S00) = 二 1,5%(0) 二 00 一 1.2,3) 
解 出 Scrx) = Cehz 二 coszr2/2, 

题 150 提供 了 导出 微分 方程 的 一 种 典型 方法 ;对 5' 作 适 当 
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变形 ,使 之 得 出 S = 94r9 ,3 亦 即 变形 司 得 5 回归 ”, 这 恰 
好 对 座 于 1.6.2 中 的 思路 . 类 似 于 窜 级 数 求 和 ,“ 回 归 变 形 ” 的 方 
法 亦 用 于 参 变 积分 之 计算 , 克 书 将 多 次 强调 ,将 级 数 与 积分 对 照 
考虑 是 十 分 有 益 的 ， 

152 “ 求 工 一 | eos2rydzr(a > 07, 


解 ” 用 1.4.1 中 的 方法 多 得 7T1,. ,= rp/2a. 由 


al ™ > 
En 一 一 ?| Te siNn2r ydxr 
| us 
1 -2 . :De 2 ~ 2 
= 2 一 从 os23d. 
ze Sin2zey | 0 了 | e cos2rydz 
一 -一 2a yl, 


故 了 一 (ww DeJexpfE 一 ya’). 
流 类 个 于 1.562 中 所 见 , 加 归 变 形 翘 基 十" 指 数理 请 杉 "(ersinz ,cosrssitz ， 
thzr 等) 的 党 分 特性 . 
义 下 例子 中 ,必要 对 积分 用 变量 代 换 以 实现 所 需 的 回归 ， 
153 “ 求 工 一 | rHexpl 一 二 一 | dr(ta > 0). 
0 \ | 


.和 解 全 zz) 一 一 工 一 az 则 xferty = w(t), 
1 . 1 
1! Cay = 一 | el = 一 | “td 
9 了 一 9 at ] ' 
一 一 了 al va, 


于 是 Tta) 一 F(O)e-za ya 一 we 
你 可 以 用 同一 代 换 : = az 解 下 题 . 
isd4 求 了 二 [exp(— Tr abair dr ~ 0). 


解 了 【CD 一 一 217 a) ,Ta) -一 EL 


2 
1.6.4 其 它 间接 方法 
前 面 几 段 太 入 会 给 你 这 禅 的 印象 :要 求 一 个 量 驴 ,可 以 不 去 
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直接 计算 它 . 现在 我 们 进而 将 间接 方法 推 到 这 种 地 步 :其 至 几乎 
无 需 作 什么 计算 ,也 能 解 天 基 些 间 题 . 天 下 再 没有 比 “ 不 战 而 胜 ” 
更 痛快 的 事 了 , 你 在 解 题 时 人 入 能 “不 算 而 得 ”, 其 乐 又 该 如 何 呢 ? 
邵 困 你 怀疑 是 否 真 有 这样 的 事情 ,那么 请 着 下 面 的 例题 . 

155 求 椭圆 a x? 十 5:y? 二 1 所 围 面积 5. 

解 3S 应 是 a,b 的 2 次 齐 次 函数 (参看 1.5.1Cvii)) , 试 设 5 
二 a 十 Ai 十 1 全 节 一 0 得 0 一 zi 因此 > 一 个 辣 理 4 一 
0, 于 是 5 = pa2, 取 4 一 得 wa: 一 za, 这 得 上 = x, 于 是 S = 
nap. 

好 此 看 来 ,即使 你 完全 不 会 积分 :也 能 计算 一 些 ( 非 平凡 的 ) 
面积 了 . 仿照 题 155 的 解法 ,你 应 能 和 做 出 以 下 两 题 . 

156 求 桶 球 & ?二 十 cz? 入 1 之 体积 (= 
drabe 7 37)， 

157 设 


Dia Ir: 二 by < 1. 求 | vl—~a x — biydrdy(= 
和 


2xab/3). 
ia 
158 求 1== | Inca’sinir + picosir drtab E00: 
[ul 
> 0), 
和 解 ” 仿 了 T= 了 ta,5), 则 
2 
Ttas0) = xlna 十 ?| lnsinxdzx = xln 号 
站 -= 


〈 见 题 478). 易 知 Ta.5) = 7(5,a) (参考 4.2), Yt > 0, 直 接 验 


知 Ita ,中 ) 一 rnt 十 Te: 1) = 0, 这 些 事 实 使 我 们 有 理 


由 推断 了 二 xin 二 


159 求 了 一 | zsinzdz 
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解 ”此 题 不 难 经 两 次 分 部 织 分 算出 , 和 倘 你 不 愿 作 任何 积分 
演算 , 亦 可 用 以 下 方法 ;入 了 一 (4 十 是 Jeosz 十 Dzsinz 十 纪 ， 
则 用 微分 得 ， 

Yinz = CC— Axi — B+ Dsinr 十 24 Dricosr, 
由 上 弛 得 4 = 一 1.D= 8 二 ?了 ,因此 1 一 (2 一 xi)cosz 十 2xsinz 
二 纪 ， 

160 设 z 二 ztr, 和 9) 满足 x 下 y 十 2z* 一 27 一 4y- 6x 上 
13 一 0, 求 其 最 大 信 xz。 与 最 小 值 = 

解 ”你 可 能 想 立 即 着 手 用 微分 法 ,不 过 ,要 是 你 观察 到 所 
给 方程 正 是 球面 方程 ， 

(一 十 人 一 2 十 (一 3 有 一 1， 
那么 你 会 从 明显 的 几何 事实 得 出 ws 一 4,zm = 2, 完 全 不 必用 


第 二 章 ”证 明 与 判断 


今日 之 太 学 生 并 不 铅 乏 计算 能 力 , 而 对 数学 证 明 似 存 儿 分 
是 惧 . 不 过 ,无 论 你 对 数学 证 明 喜 欢 与 可 ,你 多 半 会 承认 ,数学 的 
魅力 在 很 大 程度 上 正 是 体现 在 它 的 岂 乎 无 可 挑剔 且 奇 妙 无 比 的 
证 明 上 ， 如 果 你 追随 数学 家 的 思路 , 领 语 了 某 个 重要 结论 的 证 
明 , 那 么 你 在 拍案 叫绝 之 余 , 不 会 有 想 亲 手 证 明 点 什么 的 冲动 
吗 ? 本 章 的 主要 目标 , 正 是 要 使 你 树立 信心 :你 不 仅 能 证 明 许 多 
结论 ,而 且 能 证 明 一 些 初 看 起 来 很 复 涩 的 结论 . 普遍 认为 数学 推 
理 的 过 程 过 于 精巧 ,非常 识 所 易 理 解 ， 然而 ,这 是 一 种 严重 的 误 
解 , 正 是 这 种 误解 妨 得 你 去 领会 让 明 的 艺术 , 为 了 帮助 你 党 所 一 
定 难 度 的 证 明 , 本 书 并 不 推荐 任何 强人 所 难 的 技巧 ,而 是 强调 那 
些 容 易 遵 循 且 其 普遍 意义 的 思路 ， 不 妨 郑重 申明 :证 明 的 艺术 ， 
在 很 大 程度 上 不 过 是 人 台 理 组 织 常 规 思维 的 艺术 ;证明 的 力 直 淖 
于 常识 之 中 ! 


2.1 对 数学 证 明 的 雇 辐 要 求 


数学 证 明 必须 符合 严格 的 逻辑 要 求 ,这 是 数学 方法 受到 普 
谢 推 崇 且 近乎 绝对 信任 的 基本 原因 ,也 是 人 们 对 数学 证 明 感 到 
为 难 的 理由 之 一 . 过 分 强调 严格 性 未 必 合 理 , 但 确 有 某 些 基本 准 
- 则 不 可 违背 ,这 正 是 本 节 所 要 阐释 的 . 


2.1.1 充分 与 必要 条 件 

设 4,B 是 两 个 命题 . 若 当 和 4 成 立时 台 必 定 成 并 , 则 说 "A 推 
出 B”, 或 说 "A4 是 如 的 充分 条 件 ,后 是 4 的 必要 条 件 ”, 记 作 
A 二 B. 车 4 一 忆 且 是 一 4, 则 说 有 4 与 旦 等 价 , 记 作 4 全 六 必要 条 
忻 与 充分 条 件 的 逻辑 作用 不 仅 不 同 , 侧 且 可 以 说 是 相反 ,一 旦 温 
请 , 带 导 臻 重大 错误 ， 

161 设计 0; 这 ya 过 守 ; 证 明 浓 ) Ve, A ee. 

证 由 4 二 % 推 出 a 一 O07 站,p 之 1. 于 是 Yas /n= 


O20) ,1 十 812 沁 1 国 此 >) Va fn 过 

评论 :1a 二 O(n) ,pp 六 1 是 jo, 达 吕 的 完 分 条 站 而 非 必 
要 条 件 , 因 此 不 能 从 之 ja 三品 推 出 a 一 OQ-?),p 这 1, 证 明 无 
效 、 

162 证 明 limx"e "= 90tn 之 0)， 


证 “ 因 积 分 | ze "dr(= For 二 1, 参看 1.4.1) 收 化 , 故 


limzx'e * = 0. 


评论 ;认为 | /Crydx 收 伊 就 必定 lim/(x) 一 0, 这 种 误解 可 
能 是 与 级 数 类 比 得 到 的 , 确实 , > ya 收敛 推出 se -> 0, 但 
limf(z) = 0 不 是 | f(x)dz 收 全 的 必要 条 件 . 例如 ,| sinzrdz 
收 化 ,但 并 非 limsinz? = 0. 因此 上 述 证 明 无 效 . 

163 设 1tz) 在 [4a,b] 上 可 微 ,fa) 二/(5) 二 0, 让 明 存在 
Se [a,6], 使 17 Cy 二 0. 


证 zw) 汉 在 La,&8] 上 连续 ,因此 必 在 某 点 $E La,5 取 得 
最 大 值 ,从 而 六 (二 0. 
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评论 : 若 E Ca 站, 则 C6) = 0 确 是 了 C8) 为 极 大 值 的 必 
要 杀 件 ,但 当 一 和 或 5 时 就 不 然 , 证 明 未 指明 二 和 关 a,2, 因 此 无 
效 . 其 实 , 证 明 根 本 未 用 到 条 件 f(a) 一 .50 ,这 肯定 是 行 不 通 
的 . 

164 设 刀 ,B 是 nn 阶 可 道 给 阵 ,证明 (A4B)-! = B71A- 

证 设 1I 为 a 阶 单位 阵 , 则 ABB7T'4"! 二 A4 := 了 ， 
BATIAB = B71B = 7, 因此 B14 ! = (CAB1-, 

评论 :下 二 如 -1 等 价 于 GF 二 了 ,因此 ABB-'A4-! 二 了 是 以 推 
出 CAB) 二 B71471 ,验证 如 'A4-'4B 二 了 是 多 余 的 ， 

2.1.2 不 得 附加 和 多余 条 件 

解 让 明王 的 一 种 常见 错误 是 不 经 意 地 将 你 认为 需要 的 条 件 
附加 进来 ,而 这 是 不 允许 的 . 

165 设 a< 近 bczr) 在 [2 了 上 可 积 且 zz)y 守 0, 证 明 
| Aceopdz>o 


证 令 上 (x) = | 7G9dz, 则 用 微分 中 信 定 理 得 : 
EF 
| zydz = FY Fay = pI EE a) = fa) 


> 人 0 
(a 


评论 ;证明 由 用 了 | | G9ds] ， 一 f(x), 而 这 就 隐 珊 地 附加 


了 假定 *f 连续 ”, 但 未 必 连 续 . 实际 上 ,上 题 的 证 明 并 非 很 简 
单 . 


166 设 xi> 0,z. 二 3 一 2/x) (2 这 1) ,证明 limx， 
= VF. 
证 在 所 给 等 式 两 边 取 极 限 得 limz 一 a 一 羡 (e 十 
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2/a) ,由 此 解 出 a 二 ”2 ,因此 limz, 一 Y 2. 

评论 :证 明 中 用 了 lmz。- - 定 存 在 这 .一 于 实 , 但 这 一 点 正 是 
要 证 明 的 1 

167 设 f(z) 在 La.,5] 上 可 徽 , 店 (之 之 六 (65), 证 明 存 
在 ceErkfal). 便 . 产 fc) == 六. 

证 “对 丘 (Cz)l 应 用 " 介 值 定理 ”得 出 所 述 的 c 存在 . 

评论 : 介 值 定理 是 对 连续 函数 建立 的 ,因此 证 虹 中 实际 上 附 
名 了 “PCz) 连 继 ”这 一 多 余 杀 件 . 正确 的 让 明 并 非 如 此 简单. 

168 。 设 /为 连续 函数 .证 明了 一 | f(zy)(zdy 十 ydz) 与 

证 念 了 三 rt 和 一 >Fxry)， 刚 王 三.Fzry) 十 
Cr zy 一 妨 . ,因此 7 与 路 径 无 关 ， 

评论 :本 题 并 无 了 可 微 的 假设 . 

169” 设 级 数 浓 ya; 路 伍 , 刀 二 十 #4tn 宇 1), 证 > 
收效 . 

证 因 limesy ws 二 e, 故 由 比较 判别 法 知之 6, 收 但 . 

评论 :比较 判别 法 只 适用 于 正 项 级 数 ,但 此 题 中 并 玉 假 定 a 
> 0. 

170 证 明 lnQd 十 x 之 Xz 这 0)， 

证 因 InGl 十 z) 一 x 一 到 十 …, 故 由 leibniz 型 级 数 的 
性 质 有 Infl 十 xXx) < 

评论 :以 上 证 法 仅 适 用 于 0 <z 妆 1. 用 题 中 无 此 假定 . 

2.1.3 不 得 循环 推理 

将 要 证 的 结论 用 来 作为 假设 , 谓 之 “循环 推理 ”, 乃 数学 中 之 
天 忌 , 务 必 避 免 . 当然 你 不 至 公然 违犯 ,但 有 时 难免 不 自觉 地 掉 
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六 循环 推理 的 陷 井 中 ,因此 有 必要 唤起 你 的 警觉 ， 

171 投了 EC[e: 的 ro) 之 0, 证 明 33 EE (Cab); 
,ET = 0. 

证 的 图 形 是 一 连续 曲线 , 它 必 与 x 辅 交 于 茶 虑 以,0)， 
因而 fC 一 0. 

评论 ;“ 广 的 图 形 与 xz 轴 相 交 ” 等 价 于 “f 有 和 零点”, 这 于 是 
要 证 的 , 岂 能 作为 证 明 的 依据 ! 

172 设 xzry) 可 微 , 证 明 ,aw, 存在 ， 

证 因 dx = 二 &dz 十 wdy 存在 ;故人 入 x7 一 0 时 

WAT ry Oo NT oA TY), 
上 式 两 边 除 以 和 zx 后 令 八 x 一 0, 得 出 w(x,y) 存在 . 

评论 :预先 用 到 &; 其 存在 性 就 不 必 证 了 . 


173 设 太 E ec 一 eg] 为 偶 函 数 必 六 0, 证 明 | f(r)dz 一 


?| Fezydz 
证 “天 | Acedaz= | f(xydz, 故 
| reedz 一 | foner 十 | zeedz 一 2| fydr. 


评论 :实际 上 , 待 证 等 式 等 价 于 | f(x)azx = | f(x)dx, 因 
此 后 者 正 是 要 证 的 ,不 能 作为 依据 . 

174 设 a>0 一 人 eyeaw3e 收 敏 .证 明和 av 收 

证 设 5, 筷 可, 则 a 二 3.453,) 二 jayAS 于 是 由 比较 
判别 法 知 户 as 收 合 . 

评论 :假定 8, 有 界 ,无 异 于 假定 之 ya, 收效 ,证 明 就 没 意 义 
了 . 
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175 设 a 过 ce 扫 乌 ,> ao 与 > 六 皆 收 化, 证 明之 co 收 
化， 

证 由 aos 近 总 之 太 推出 > 委 >Jc 过 了 他, 可见 >/c， 
为 有 限 数 ,因而 级 数 必 收 仇 ， 

评论 :在 未 证 明 收 合 性 之 前 ;记号 之; 不 能 作为 确定 的 数 
与 之 a 六 16, 比较， 

176 设 有 A 为 nn 阶 短 阵 ,A 本道 ,证 明 有 可 道 ; 

证 因 台 = 江 可 省 ,而 14| 二 14 一 14 | 二 天 0 
故 4 可 道 . 

评论 :省 未 证 得 A 可 道 :岂可 用 4 

2.1.4 反 命 是 

正确 地 理解 与 怡 当地 摘 述 反 命 题 ,是 盛 功 地 运用 " 反 证 
法 气 见 2. 5) 的 前 提 , 反 命题 是 正 命题 的 完全 耕 定 , 因 环 两 者 严 
格 地 互 斥 且 互 补 一 一 部 两 者 不 可 得 兼 但 必 居 其 -~… 对 正 反 命题 
的 这 一 侵 辑 特征 理解 不 当 常 常 妨碍 成 荔 地 运用 反 证 法 ;下 而 的 
例题 将 指明 导致 反 证 法 失 玖 的 一 些 典 型 情况 . 

177 证明 收效 序列 {z} 有 界 ， 

证 若 {z,) 无 界 ,z 一 Ga, 则 当 半 充分 大 时 |x,| 六 |a1, 这 
推出 lim|z,1 二 |a| > la] ,得 出 巴 秆 . 

评论 :首先 ,不等式 |x,| 1al 不 足以 保证 (x,} 无 界 , 固 而 
并 未 真正 用 到 ix} 无 界 这 一 假设 . 其 次 ,从 |z,| 全 |a| 推 不 出 
lim |x,| > lal. 

178 设 六 EE CLasbj]: 证 明了 tw) 在 [ao 上 一 致 连续 ， 

证 ”车 了 不 一 臻 连续 , 则 存在 ee 之 0,r EE [eol 86> 0， 
有 > EaBj:|zr 一 yy 过 ,|r) 一 /Ay)| 守 .这 推出 ff 在 x 
不 连 疆 ,得 出 小 盾 . 
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评论 :7 一致 连续 意味 着 .Yem0 习 人 >>D0 当 zy EEa， 
81, 一 之 5 时 fC) 一 了 (yD 之 6. 了 了 不一致 连 续 就 是 :3 
OVE>0I zy E lable my| <<, fr — fy) | 
e. 对照 上 面 的 证 明 你 会 发 现 , 证 明 中 对 不 一 致 连续 的 措 述 是 不 
正确 的 ,因而 并 不 能 导出 六 盾 . 

179 ”证 上 明 级 数 祖 ) nn-!'sinn 条 件 收 化. 

证 否则 之 'sinn 多 对 收 化 ;进而 由 sinin 志 1sinn1 推 出 
之 jn resin2l 收敛 ,得 出 矛盾 ( 见 题 249). 

评论 :条件 收 敏 与 忽 对 收 伍 昌 瑟 斥 , 但 并 不 互补 . 即 不 能 从 
不 茶 件 收 笋 扒 出 绝对 收 笋 . 不 条 件 收 和 分 也 可 能 发 散 . 

180 设 A4 为 n 阶 和 矩阵 ,T 是 x 阶 单位 阵 , 存 在 x 半 0, 使 A 
二 0, 证明 1 一 A 可 道 . 

证 若 了 一 4 不 可 道 , 则 必 了 一 和 一 0. 轩 4 了 这 与 4 
一 0 了 矛盾 

评论 二 一 人 4 不 可 道 并 不 意味 看 了 一 4 二 0, 只 意味 着 det (i 
一 4) 二 0. 因此 证 明 无 效 . 


2.2 证 明 途 径 之 探求 


你 在 上 节 看 到 的 都 是 不 成 功 的 证 明 , 但 不 要 因此 认为 证 明 
难以 捉摸 . 数学 证 明 匹 非 是 开 有 尺 由 假设 到 结论 之 途径 ,只 是 这 条 
途径 往往 被 掩盖 在 茫茫 迷 堵 之 中 . 遇 到 一 道 证 明 题 ,你 不 知 从 何 
处 下 手 , 在 落 然 四 商 之 际 ,你 会 渴望 一 位 向 导 指 点 迷津 , 读 了 本 
节 之 后 ,你 就 会 比较 自信 了 . 

2.2.1 闭 推 法 

具 结 论 出 发 ,北向 探索 证 明之 途径 ,常常 有 其 便利 . 设 己 知 
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4 ,向 证 至. 分析: 要冲 成 立 , 只 需 革 成立 :要 忆 成 立 , 只 需 鼎 成 
立 ，…- ,要 召 , 成 立 , 只 需 4 成 立 , 于 是 得 出 证 法 :由 4 推出 ;由 
瑟 , 推出 石 ,由 必 推 旱情， 

481 设 六 0) 二 广 (0) 一 07) 宇 0Cz 主 的 ,证 明了 (Cx) 
Cr 00). 

分 析 ; 要 证 A(x) 宇 (0) 二 0Cx 主人 昌 , 蛤 需 证 六 (x) 守 0(x 
蒂 呈 ;要 证 六 人 z) 闵 户 (0) 一 0Cx 实 0, 只 需 用 条 件 (x) 守 
0Cz 六 0). 证 明 的 陈述 甚 为 显然 ,从 略 . 

182 设 了 fr) 在 La,85] 上 可 微 ,证 虹 导 EE ap) 六) 一 
[FE 一 ra Vp Oo 6, 

分 析 :要 证 的 等 式 可 改写 成 : 

0= Bo— Fo AO fa) 
= [wo xf rr) rf a)] ,i. 

今 FRCX) 二 人 起 一 了 (7) 十 za , 则 要 证 I EE (Cab (8) 
二 0. 由 Rolle 定理 ,为 此 只 需 证 上 Ca) 一 (6), 这 可 骨 接 验 明 . 

许多 识 及 中 值 的 问题 可 用 以 上 方法 解决 ( 参 着 8. 2) ,你 现 
在 就 尝试 一 次 : 

183 设 0 之 4 之 5.1C7) 在 [a,j 上 可 微 , 证 明 

IEE (as 的 :六 (noAe) = fe) 一 Fa). 

184 设 FCr,y,x) 是 等 次 齐 次 商 数 ,让 十 民 一 下 关 5. 证 
明 曲 面 己 (xyz == 0 的 切 平 面 查 过 原点 . 

证 ” 莉 面 在 点 (Xx,y,z) 的 切 平 面 方程 是 

《X FY WH,+ Lo zr,= 0, 

以 革 二 了 二 Z 一 0 代入 得 x 十 yP, 十 zF, 一 0. 可 见 只 适 证 
后 一 等 式 为 恒等式 ,而 这 可 由 党 次 函数 的 性 质 推 出 (参看 8. 3)， 

优 此 你 可 证 类 似 的 问题 : 

185 设立 0, 证 明 曲 面 z 一 了 (vw 十 x) 的 法 钱 恒 与 
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2.2.2 ” 归 化 法 

设 票证 4. 若 已 知 如 > 有 4, 则 问题 归于 证 8, 后 浓 也 许 容易 
些 . 这 种 将 证 归结 为 证 另 一 个 命题 上 的 方法 谓 之 归 化 法 , 它 是 
探求 证 明 途 征 的 主要 方法 之 一 . 归 化 法 的 艺术 在 于 上 8 的 适当 选 
择 . 理想 的 选择 是 ,5B 实质 上 与 44 等 价 ( 因 而 以 总 代 44 后 无 需 证 
一 些 逻 辑 上 与 A 无 关 的 东西 ), 而 形式 上 则 比 4 简单 得 多 , 因 市 
容易 完 探 出 其 证 明 途 径 . 

将 44 归 化 为 如 的 主要 形式 有 两 种 :改变 4 的 结论 ,或 改变 4 
的 茶 件 . 首先 看 改变 结论 的 例子 ， 

186 设 0 一 ra 证 明 wWaizaears 一 a(n -> co) 


证 令 义 一 1nx,, 则 yy 一 1na, 于 是 问题 归于 证 nw-! Dy 
一 tna, 后 者 由 题 270 得 出 . 

在 上 题 中 ,命题 4 是 :收敛 序列 前 ”项 前 几何 均值 趋 于 同一 
极限 ;而 命题 上 是 特 几 何 均 值 改 为 算术 均值 . 从 形式 上 看, 算术 
均值 问题 要 简单 些 ; 但 实质 上 4 与 B 等 价 :作为 练习 ,你 不 防 证 
骨 4 一 B8( 题 186 之 证 已 显示 出 8 地 A). 

让 你 来 解 类 侧 的 问题 : 

187 设 人 芝 Tis 过 Tz (mn 守 12 证明 jim v 存在 
(参考 题 280). 

其 次 考虑 改变 条 件 的 例子 . 

188 ” 设 a, 单调 有 界 , 人 之) 收 敏 ,证 明和 > au 收 伍 ， 

证 ta 必 收 化 {参看 (2.6.3), 设 dra, 令 a' ,二 一， 
则 {a',} 单调 收 仇 于 0, 再 


Dyasb, = 一 a Db 十 Da bi 
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于 是 问题 归于 证 六 ya ,hs 收 化 .这 由 题 193 得 出 . 

在 上 题 中 ,命题 A 是 “a 单调 有 界 且说 5, 收 敦 推出 之 jah 
收 合 ”; 命 题 8 则 是 将 条 件 “a, 单 沽 有 界 ” 加 强 为 ?a, 单调 收 伍 于 
0”, 从 形式 上 奢 ,B 似乎 只 是 4 的 一 个 特 款 , 但 实 夺 上 4 ,总 是 等 
价 的 . 类 似 的 “向 强 条 件 ” 的 作法 有 广泛 应 用 (参看 题 270 ,271， 
276,337) ,下 面 基 号 一 个 例子 : 

189 没 Azx) 症 [4a,;22) 上 单调 有 和 界 ,| gx)dr 收 伊 证 明 


[fayg (9dx 收 分 . 


提示 :考虑 六 Cr) 一 > 0tr-> 22) 这 种 特 萄 情况 (参考 是 192). 

2.2.3 类 比 法 

如 果 对 象 44, 羡 可 以 类 比 , 那 么 甘于 4 的 命题 已 通常 对 应 一 
个 关于 避 的 命题 &. 一 旦 玉 被 证 明 、 则 依据 类 比 亲 党 可 将 卫 的 证 
法 转移 到 Q. 常见 的 类 比 有 ; 低 维 与 高 维 类 比 ( 曲 线 与 曲面 ,切线 
与 切面 ); 离散 量 与 连续 盟 类 比 ( 序 列 与 函数 ,级 数 与 积分 ), 等 
等 . 基于 类比 ,许多 问题 常常 成 对 地 出 更 , 而 * 配 对 ”的 问题 证 法 
很 区 似 . 本 段 主要 以 级 数 与 积分 之 间 的 类 比 为 例 曾 明 类 二 法 的 
一 般 特 征 ,理解 这 种 类 比 是 通晓 徽 积 分 学 的 基本 要 素 之 一 ， 

190” 设 f(x) 单调 减 [fede 收 敏 .证 明 xFkzy 一 OCx 
> 00), 


证 由 积分 收 敏 的 Cauchy 条 件 ( 参 考 3.6. 3). 有 
rir) < ?| fd 一 > 站 (一 

今 用 类 似 的 方法 解 190 的 以 下 “配对 ”， 

191 设 a。 单调 减 , > ,av 收 语 ,证明 aa 一 0(x 一 00), 

证 ”由 级 数 收 敛 的 Cauchy 条 件 ( 参 考 3. 6. 3) ,有 
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Pen < 2 一 [3 Da, < 2 人 > 人 aa -* On — co), 
21 
其 中 [3] 记 二 的 整数 部 分 . 
以 下 设 GCx) 一 [gdr. 与 分 部 积分 公式 


[fe grr = f(r)G0) 


| 一 [7 CTIGCrT) dr 
C2.2.1) 
类 比 , 可 建立 以 下 恒等式 (所 谓 Abel 车 换 )， 
ab = arB, ~— db, 一 > a 一 eB, 
, C2.2. 2) 
其 中 号 .一 二) 各. 时 此 引出 一 系列 成 对 的 问题 . 
192 设 f€ Ca,oo) 单调 有 目 f(x} 一 0Cr 一 co),GCz) 在 
[ea,ce) 上 有 界 ,证 明 积分 | fCx)gtx)dz 收 全 
证 设 JCcz)| 过 型 , 则 由 (2.2.1) 有 
| fgdzx < IFOBGCE) — fCAYGEA) | +4 | relaz 
MLA + TCD 十 一 fA)| 
一 
于 是 由 Cauchy 惧 伍 原理 (3. 5. 3) 知 矿 /Cz)g (zdz 收 化 
对 应 的 级 数 问题 是 ， 
193 设 a,40,27'B 有 界 ,证 明了》)awb, 收 伍 ， 
证 没 15,| 所 MM, 则 由 (2.2.2) 有 
| 之 at 二 anBs — aB | + DY a, — a 1B) 
Mian tT Ast as — A) Om on oo), 


于 是 由 Cauchy 收 全 原理 知 >as, 收 敲 ， 
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194 设 | (x)|dx 与 | ecear 站 族 ， 证 明 
[fonde 收效 . 

证 ” 依 题 192 的 记号 ,再 次 用 (2. 2.1) 有 

|| eazl FB GB Cd 十 1GC4) 1 FB} 一 


re 
fA)| 讶 M| ,Fld 


< FN adel + 2M) If de ~ 0(A,B > 00). 

以 (2.2.2) 换 (2. 2,1), 你 就 能 解 对 应 的 级 数 问题 : 

195 设 记 ja 一 所 | 与 这 J6, 收 化 ,证 明之 yan, 收复. 
再 举 两 对 类 似 的 问题 . 

196 设 x< 一 oo 时 ,zf (Cx) 收 化 ,| zx/ Crydz 收 敦 ,证 明 


站 repdz 收 化. 
197 设 fnaw} 收 化 ,DnaCan 一 40) 收 襄 ,证明 这 ya, 收 化 ， 
198 设 fE€EC [ae ,| frydz 收 敏 是 Agxzyyocr 一 


cc) ,证 明 | PCz)dz 收 全 
199 设 > ia 收 生 上 且 ay0: 证 明之 imga 一 ar) 收 敏 . 
以 证 最 后 一 题 为 例 :由 (2.2. 2) 有 
| 全， 下 Cat 一 Ci | man 一 ta.| 十 [全 al 
ami 十 Ha。 十 1>Y al 一 (7 coo), 
其 中 用 到 题 191 的 结论 
. 最 后 考虑 一 个 将 曲线 积分 与 定 积分 类 比 的 例子 . 
200 证 明 | wav = wo| 一 | vd, 其 中 4, 有 是 路 径 工 的 起 
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各 点 ,em 世人 
证 ”类比 于 分 部 积分 公式 的 证 有 明 , 有 


uv = | dinuvw) 一 | udv +| md 
也 I I 


2.2.4 组 合法 

从 1.1 中 你 了 解 到 , 若 要 求 某 个 量 忽 而 无 法 直接 完成 , 珊 间 
常 将 包 分 解 为 包 , ,人 Q;,… ,人 Q, 的 某 一 组 合 :@ 二 Qi ,QQ,)， 
使 得 可 和 依 一 定 的 标准 公式 算出 久 (] 肆 i 迁 )， 然后 得 出 吕 现在 
将 上 述 思 想 改 制 成 一 种 证 明 法 . 设 租 证 某 对 象 4 有 具 性 质 己 ,可 将 
站 分 解 为 41 ;41,… 1A, 的 某 一 组 合 : 有 A 二 V41 ,445( 某 些 
情况 下 只 需 4 所 ¥041,4,,… ,44,)) ,使 得 可 依 一 定 的 标准 结论 
或 已 知 条 件 得 出 入 有 性 质 己 ,从 而 推断 出 4 亦 具 性 质 书 . 这 一 方 
法 的 关键 在 写 出 合 于 需要 的 表达 式 yA Ai, ,A,). 

201 设 了 (z) ,g(xX) 和 连续, 证明 p(x) 二 max {f(xy),g Cr)) 
连续 ， 

证 ”考虑 到 连续 函数 的 和 、 善 及 绝对 值 辟 连续 ,只 需 写 出 
ez 一 2 |7zr) 一 g(r)| 十 (x) 十 gz) 就 够 了 . 

应 用 组 人 台 法 的 典型 问题 是 次 误 性 证 明 . 一 般 原 理 是 : 若 几 
二 如 十 十 民 十 en 或 1a| 所 所 十 6 十 … 十 eas 则 从 级 数 了 )b,， 
了 co ev 收 钱 推出 Da, 收 人 证 .对 于 积分 的 收敛 性 有 类 似 
结论 ， 

202 设 之 yan, 25 绝对 收 仑 ,证 明 记 ymax {a,,5,} 收 伍 ， 

证 ” 受 题 201 的 启发 ,你 容易 看 出 只 需 窟 出 max{4,,b,} 一 
2 [la 一 名 | + a, 二 6). 


203 证 明 | z-'sinzzdzx 收 就 ， 
-可 


证 首先 你 应 记得 | zx-!sinzdz 收 敏 ( 见 1.4. 6). 其 次 指 
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出 分 解 式 tsinszr 二 3siny 一 sin3z 就 能 了 . 
204 设 1 过 pp 过 op 十 gq 1 二 140, 祈 0 让)o1 收 襄 . 证 
明之 yn :ea 收 化. 
证 町 全 ” 收 线 ,可 只 可 指明 以 下 下 二 
A Le mm 1, 
= ay) Sm 
《参看 题 813). 
类 仆 地 你 可 解 ; 


205 设 p,9 如 上 题 ,f € C[1,26) | fr) hdz 收 敏 ,证 


明 六 和 /Ce lds 收 笋 ， 

最 后 ,看 一 个 应 用 组 合法 的 胡 一 类 例 了 于 . 

206 设 7Cr) 一 In(l -wjarctgxlx 这 07, 证 明 .JCx) 单 调 

证 ”直接 看 出 inkl 十 wx) 与 arctgrtzrm>0) 为 单 漳 增 的 正 
鸽 沙 数 , 由 此 得 出 A(x) Cx 疙 0) 单调 增 . 

2.2.5 直观 法 

设 要 从 条 件 4 推出 结论 二, 如 果 能 明显 地 将 4,B 解释 为 茜 
种 直观 事实 4 ,B' (几何 或 物理 上 的 }, 自从 直观 上 考虑 A' 扒 
出 B' , 则 将 "4' =B'” 的 这 程 转译 为 严格 钓 么 辑 步 又 就 得 出 所 
需 的 证 明 ， 

207 设 / 在 La,58j 上 两 洪 可 微 ,f(a} 一 .的 一 0 人) 人 > 
0 65) 之 0 证明 jE Ca (6 = 00. 

分 析 : 所 述 条 件 北 明 ,ff 的 图 形 崎 端 在 zz 加 上 ,由 点 (4.0) 计 
入 上 半 平 面 ,由 下 半 平 而 进入 点 (2,0), 于 是 必 与 x 轴 交 于 第 三 
点 (cota 之 < 所 有 ,两 次 应 用 人 olle 定理 可 得 所 要 证 . 
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2.3 计算 慌 证 明 


如 果 要 你 证 明 | 。 =™ dr 一 A ;实际 上 无 异 于 要 你 计算 


| eqz, 只 是 预先 告诉 你 计算 结果 黑 了 , 这 样 的 问题 “证 明 ” 


色彩 套 缺 ,不 在 本 节 讨 论 之 列 . 另 一 类 问题 表面 上 似乎 不 涉及 计 
筑 , 但 实际 王 其 证 明 完 全 依 束 于 一 定 的 计算 . 我 们 称 这 样 的 证 明 
为 "计算 型 证 明 ” 

2.3.1 几何 问题 

有 了 解析 几何 的 概念 之 后 ,你 很 容易 接受 通过 计算 证 明 几 
何 结论 的 想法 . 设 证 几何 命题 了 ,首先 你 必须 将 表 为 某 个 ( 数 
量 或 先 量 的 ) 等 式 ( 或 六 等 式 ) ,然后 通过 适当 演算 证 明 此 等 式 
成 立 , 对 于 几何 事实 与 代数 关系 之 间 的 对 应 ,你 必须 记 住 一 些 基 
本 结论 ,例如 ,线段 48 与 CD 重 家 司 AB ,CD 一 0;A8 与 CD 
平行 包 A 上 8B = CD, 等 等 . 

208 证明 一 鞭 形 4BCD 之 对 和 角 线 互相 垂直 . 

证 ”只 要 证 AC .5 = 0, 这 归于 下 计算 ， 

AC . BP = (AB + BC) . (BC + Th) 
= (BC + A , (BE 一 AB) 一 BE — AB: = 0. 

209 ”证 明 三 角形 ABC 三 没 之 高 交 于 一 点 ， 

提示 : 设 A8B,AC 上 的 高 交 于 了 ,证 AF .BC = 0 

210 证 明 三 角形 45C 两 边 中 点 联 线 平行 了 于 第 三 边 且 其 长 
度 为 第 三 边 的 一 半 . 

证 设 万 ,已 分 别 为 4B,4C 之 中 点 ,只 要 证 区 二 区， 
这 归于 以 下 计算 : 
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DE=DA+ 有 -上 BA+ 广 有 R= 六 BC 


211 ” 设 空 间 四 边 形 4BCD 四 按 中 点 依次 为 下 ,EC 五 ,证 
明 EFGH 为 平行 四 边 形 . 

提示 :只 要 证 EF = 3 AC = HG. 

212 ”证 明 双 曲线 a ?zr: 一 上 5?y’ 一 1 上 的 点 到 两 注 近 线 的 
距离 之 积 为 常数 . 

证 点 (rz,y) 到 渐 近 谎 6x 土 xy 二 0 的 距离 为 |8z 土 ay1|/ 
A 二 by 二 1 

lz 十 ay| ,brayl [Wri—awy|_ aw 

vat Vat 十 太 十 的 

213 ”证 明 椭 辕 上 任 一 点 的 切线 与 连结 了 与 两 焦点 下， 
让 的 线段 交 成 等 角 ， 

证 令 r 一 | 瑟 户 |, 一 六 十 疡 , 则 一 const 为 圆 之 方 
程 , 梯 庆 Vr 是 椭 国 之 法 矢 . 只 权证 六 7 FP/r 一 Vr RB/r,,， 
这 由 Wr = Wn 十 Vrs 及 Wr, 二 PiPr, 推出 . 

2.3.2 ”水 数 性 质问 题 

如 果 要 你 和 证明 给 定 函数 为 常数 ,或 为 线性 函数 ,或 为 单调 函 
数 ,那么 你 心中 十 分 清楚 ,所 要 做 的 主要 事情 是 计算 导数 并 讨论 
其 性 质 ,因而 你 面 对 的 是 一 种 计算 型 让 明 ， 
首先 考 确 证 二 const 的 问题 ,这 相当 于 证 明寺 0. 

214 ” 设 Arzr) 满足 |x 一 9) | 半 Ciz 一 y1":C>0 与 
>1] 与 +,y 无 关 ; 让 明 Ar) 二 const, 

证 “为 证 产 5z) 二 0, 内 需 指 明 

| fry- fy) | 二 Clzx 
Oy 


Fy Oy — 7). 
你 试 考 卉 更 一 般 的 问 巅 ， 
?0 


215 设 f(x) 满 中 |fC(x) 一 | 所 Cx 一 y= (Ti 
Tt 
六 0 与 a 六 1 与 X,Y 无关, 证 明了 (x) 寺 必 ， 

216 设 z)=& 十 记 人 解析 ,w: 二 vv 证明 f(z) 二 CC, 

证 ”只 要 证 dv 圭 0. 由 w: 二 vv 及 C-R 方 程 有 

Ve Bu 一 Da 一 ddan, dor 
这 推出 v= 9; 从 而 v, = 2uw, 一 一 2uv, 一 0: 于 是 do 三 0， 

以 下 问题 可 看 作 是 “常数 问题 ”的 推广 . 

217 设 fECI oo0,00),f(z 二 hh 一 fx} = f(x 十 
B84)h,6 与 ,上 无 闫 .证 明 是 线性 或 二 次 沙 数 . 

证 ”只 要 证 站 Cr) 三 0. 由 Taylor 公式 有 : 


fz 一 各 一 了 (2) 一 产 (z) 庆 十 计 挛 GD 科 十 二 Pr 人 CR 
2.3,1) 
Fiz oh) = Fr) 十 FC) 十 Bf PPR, 


C2, 3.2) 
其 中 癌 介 于 工 与 工 十 疡 之 间 , 介 于 x 与 + 十 级 之 间 ; 结 人 台 


C2.3,.1)、(2.3.2) 与 f(r 十 一 f(z) 二 了 (zr 十 六 和 4 得 
1 | I — 人 I ] rt 
| ; 9| cc) aSf Cp) 一 二 G | (2, 3. 3) 


今 有 一 0 得 ( 方 一 及 Ptz) = 0. 若 9 关 1/2, 则 r(x) 二 9, 铺 论 
已 得 证 . 若 6== 1/2, 则 由 (2,5) 得 4706) 一 31 (7); 令 及 一 上 得 
(xr) = 0. 

让 你 来 证 明 类 羽 的 问题 . 

218 设 人 EC 一 ooo) f(r 二) = fr) Crh 二 


到 PCz 十 摧 )h?,8 与 5, 衣 无 关 , 证 明了 为 二 次 或 二 次 函数 . 
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直面 的 问题 证 法 颇 不 相同 ， 

219 证明; 可 微 的 1 次 齐 次 函数 必 是 线 忻 函数 . 

证 ” 设 trisrzasest2) 二 riya i,) ,两边 半 求 
导 后 署 上 一 0 得 


Saf C0, 0, ,0) 
rd] A 


了 FTiy tar" 本 ,这 表明 了 了 是 线性 
220 证明 : 周 挫 区 数 的 原 函 数 是 周期 医 数 与 线性 函数 之 


可. 

证 设 记 Cn) 二 /zr) = 了 (zr 十 TD) 守 0, 今 证 存在 常数 
& ,使 必 z) 二 (Cx) 一直 T 以 人 为 周期 ,这 意味 着 

Flr Fr) — RT. C2,3.4) 

由 Az 二 7) 一 fz) 推出 Fz 二 一 了 (2) sC 一 const, 代 
入 (2.3. 4) 得 二 一 CT 

221 设 广 5z) 在 [0,1] 上 单调 增 , ro) = 疡 (0) = D: 证 明 
Fx) 二 ez) 在 [0,1] 上 单调 增 . 

诞 ”只 要 证 V (x) 六 0, 这 归于 以 下 演算 ， 

ep (一 六 (一 AD) 一 疡 (一 [LAz) 一 Co) 

= fr rf f(y) 0 
(yr 1). 

222 设 fX) 满足 z 挛 (rz) 十 Sr[CPtzy 有 一 1 一 ec 人 江 昆 
了 (Cz) 的 极 值 点 . 证 明 fx) 是 极 小 值 . 

证 “只 要 证 PC) > 0, 这 归于 以 下 演算 ， 


PD = limll oe 
rrr | 六 


1 
1 


3[ 产 Ge 了 | 


= lim Lt — ee) 0. 
Tr -有 
2. 3.3 ”其 它 问题 
兵变 某 个 性 质 卫 由 一 定 等 式 Q@ = 二 0 或 不 等 过 有 实 0 刻 划 ， 
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关于 某 个 对 象 是 否 具 性 质 了 的 证 明 就 归于 量 肪 的 计算 ,因而 是 
-一 计算 型 证 明 ， 
223” 设 4 之 05, 二 Car 一 17 让 a, 收 合 ,证 明 站 5& 收 


就 . 
证 ”由 比较 翔 别 状 ,只 要 证 上 -lim 总 ran 所 so。 
f= lima, as — 1 = limr li(r 一 】753 
" 二 -re 中 
limze (es ~ 1)7 = limxrlnir = 0. 
工 一 册 了 一 是 


224 设 a 一 有 2 人 2 十 ma) ”证 明和 ,as 收 王 ， 

证 ”由 根 值 判 别 法 ,只 要 证 /= tim ws 一 1. 你 不 难 算出 
1 = 1/2. 

225 证 明 积 分 | ce 十 4ry dx 十 (86x!y: 一 5y')dy 与 路 
径 无 关 ， | 

证 只 要 指明 这 (6x2y —5y') 一 | 十 4ro5 二 12zy, 

226 设 4 是 = 阶 可 首 对 称 矩 阵 , 证 明 A: 正定. 

证 ”只 要 证 明 4: 的 特征 值 全 为 正 . 设 4,… 沁 为 4 的 特征 
值 , 则 4 的 特征 值 是 避 ,…, 关 ,由 4 可 道 推 出 多 关 0, 从 而 办 半 
0 7) 
227 设 A 是 一 n Xn 算 阵 ,A 二 0x 之 11), 证明 I 一 入 可 


逆 . 
228 设 4 是 任 一 矩阵, 证明 474 对 称 . 
229 设 jzr) 连续 ,Cry) = 一 六 2z) ,证 明 Fr) 二 常数， 
230 设 王 二 十 iw 在 复 平面 上 解析 ,z 二 常数 ,证 明了 = 
常数 . 
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2.4 数学 归纳 法 


设 ,是 一 与 n( 衬 1) 有 关 的 结论 , 若 能 证 明 : 

CP 成立: 

(i) 只 要 了 ,tn 室 1) 成 并 就 有 也 ,+ 成 并 ， 

则 对 性 何 = 斯 1 有 疡 或 立 .这 种 证 明 格 式 称 为 “数学 归纳 法 ”或 
管 称 * 归 商法 ” 乍 一 看 来 上 述 归 纳 法 似乎 做 得 很 少 :公证 了 六， 
及 天 一 局. 而 所 获 基 冤 :P Pi 全 部 非 证 .这 并 不 表 
明 数 学 归纳 法 有 任何 逮 辑 缺陷 ,而 只 是 显示 出 它 是 具有 高 就 率 
的 方法 . 

不 过 先 必须 明白 ;并非 任 何 问 题 都 适 于 用 归纳 法 . 两 个 明基 
的 前 提 是 :要 证 结论 与 整数 n(n 守 #6; 通 常 n= 二 1) 有 关 ; 靖 论 
,1 与 PC 或 Pisk 扩 m4) 之 间 存 在 联系 (这 合 不 是 很 强 的 要 求 )， 
且 这 种 联系 容易 被 用 来 证 明 DP 一 P14( 这 就 难说 了 )- 省 常 证 明 
PP 是 容易 的 ,甚至 极为 平凡 而 可 一 笔 带 过 . 真正 的 问题 在 于 证 
了 ,地 Ps, 这 正 是 需要 你 花 功 夫 去 掌握 的 地 广 . 给 号 一 些 例 闻 让 
你 去 体会 . 

2.4.1 不 等 式 之 证 明 

对 于 不 等 式 @ 所 如 放 1w) 的 归纳 证 明 可 按 人 完全 规范 的 格 
式 进 行 :首先 验 明 a 所 已 :然后 证 明 以 下 了 向 不 等 式 之 一 (对 于 
(2.4.1) 要 求 wo 加 六 0)， 

Qa/ a Tb i > mo)s (2.4.1) 

dy — da) Lb Oo bn > 0). (2.4. 2) 
事实 上 ,车 人 (2.4.1) 或 人 22) 成 立 :, 则 可 从 ai 过 如-; 推出 a 
过 .车 所 证 为 a 所 如 , 则 (2,41.1)(2.4.2) 中 的 二 应 为 近 . 若 a 
或 到 含有 阶乘 , 贴 用 (2.4.1)4; 若 as 或 到 舍 有 “2 项 和 ?” 则 用 (2. 
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二 ,2)， 

231 证明! < 之 2 "(x 十 17"Gn 守 2). 

证 # = 二 2 时 要 证 不 等 式 显然 成 立 . 余下 证 相应 于 (2. 4.1) 
的 不 等 式 ， 

7 
六 < [二 | | 
而 这 归 铺 为 显然 成 立 的 不 等 式 (1 十 n-')】 > 2. 

232 证 明 D)1/ WR 之 2 Vn (n> 1). 

证 ”只 和 需 证 相应 于 (2. 4.2) 的 不 等 式 ， 

l/ vs20v 1 > 1), 

而 这 由 Yn 一 va 一 TI 一 12 Yn 一 000 < 之 8 < 之 1) 推出 (参考 
7.7. 1)， 

看 了 以 上 两 题 之 后 ,你 必定 认为 用 归纳 法 证 不 等 式 很 容易 
了 ;于 是 你 完全 有 信心 独自 解 以 下 问题 : 

233 证明 [Gt 十 D1 之 2141 02a)10n > 2)., 

234 证 明 3) AWE <Gn Va(n> 3). 

并 非 所 有 不 等 式 都 适 于 用 以 上 方法 证 期 . 下 面 考 虚 亦 有 一 
定 典 型 性 的 另 一 类 问题 . 

235 设 a>>0z3 ve，2ri 一 ts 十 ai 之 0), 证 
明江 宇 wa (Gn 完 0). 

证 设 Tn 之 Y a , 今 要 证 i 二 +] 主 wa Cn :之 0). 为 比 注 意 
到) Y 二 wa, 夏 
只 需 指 明 pcx) 在 x 实 va 时 单调 增 , 而 这 由 ? (x) 一 2-1(1 一 
ar 3200z 之 ea) 推出 . 

你 可 立即 将 如 上 证 法 标准 化 如 下 : 设 zx 之 zi 二 
Tn 二 5 则 证 zx, 宇 5Gx 宇 9) 归于 证 Y (xz) 宇 0tr 


nu—] 
三 | Ge， 


?5 


空 ,基于 此 ,对 于 下 述 看 来 有 点 复杂 的 何 题 你 就 党 不 费力 本. 
236 设 a>07 守 Va T= 十 30) (C3! Ta), 
证 明 x, 宇 Ya. 
2. 4.2 等 式 之 证 明 
首先 ,基于 简单 的 类 比 , 可 将 上 上段 中 用 于 证 a 委 包 的 方法 
改制 成 证 er 二 5 的 为 法 ;例如 ,类 比 于 (2.4,2), 若 能 证 
a Aa, bn ns, (2, 4. 3) 
且 已 狂 证 a 一 六 , 则 可 断定 we 二 六 Ca 六 80) .许多 党 项 和 ”的 
公式 可 用 此 法 来 证 明 . 
237 ”证 明 访 ) 语 一 iit 十 1)?(n 实 1, 参 考题 133). 
证 ”= 1 时 要 证 等 式 显然 成 立 . 余下 证 相应 主 (2. 4.3) 的 
等 式 


4 一 (十 1 和 一 和 (一 Ta 1),， 《2.4,4) 
价 这 是 明显 的 . 
238 ”证 明 Dy arctg(2k?) 1 — arctg[ a tr + 11) Jen 2 1), 
证 ”只 逢 证 明 相 应 于 C2. 4. 3) 的 等 式 : 


1 


arctg 一 arctg arctg * 四 《Dr 1). 


1 nn 
2n” nn 二 1 
而 这 出 熟知 的 如 下 恒等式 推出 ; 

arctgz 一 arctgy 一 arctg i XY 1 


仿 此 ,你 能 解 如 下 两 个 类 似 癌 题 . 
239 证 明之 (2 一 1 一 天 (2 一 1 人 之 1)， 


z40 证明 > sinkz = sin 2 = lin /sin tn 1) 
(参照 413). 

题 237 ,238 的 证 法 亦 可 从 另 一 思路 导出 ; 设 要 证 4 二 
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主 册 ) ,车 已 知 递 推 公式 a = 名 Lax) , 则 可 将 证 "a 二 如 过 dtl 
二 bur” 转化 为 证 名 (5.) 一 加- 这 一 思路 用 于 题 237, 就 是 证 
an 1)， 
这 与 (2. 4. 4) 式 正 好 相合 , 以 上 办 路 的 好 处 在 于 , 它 适用 于 比 题 
237 一 240 更 广泛 的 问题 ,因此 处 仅 用 到 某 种 递 推 公式 , 而 无 需 
a 或 刀具 和 式 结 构 . 典型 的 应 用 是 征 半 阶 导 数 公 式 , 此 时 
二 《y")' 就 是 一 自然 的 递 推 会 式 , 且 看 下 倒 ， 
241 证 明 | 二 十 十 和 一 【一 1a + sin Ga 
十 lyarcctgr jn 1) 
证 礼 r 一 ww 十 1:8 一 arcctgz 则 r” = zx/r,0' 一 一 
17r2. 设 [17C1 十 0] 呈 一 【一 Treatrealsin(a 十 139, 则 
1 Crt 
| 村 | 


= (lnt[ oe Gt Dr "rsin + 1)8 


1 x 
一 Cd Dr cos Cn 十 1)9] 
= Co 1 tr sinn 十 176cosp 
十 costn 十 176gsin |] 
一 《一 1 tT lr "sintn - 229， 
这 正好 为 所 要 证 . 


2.4.3 ”其 它 问题 

以 上 两 段 你 看 到 的 是 归 纲 法 的 标准 使 用 . 然而 ,这 毕竟 是 较 
特殊 的 情况 .归纳 法 在 数学 中 应 用 如 此 广泛 ,要 将 其 使 用 形式 归 
结 为 少数 几 个 标准 类 型 是 不 可 能 的 , 本 有 段 考虑 应 天 归纳 法 的 其 
它 一 些 例子 ,它们 散 见 于 数学 的 不 同 部 门 , 虽 未 作 堪 称 典 型 ,但 
尽 以 体现 归纳 证 明 的 基本 特征 . 

242 设 了 Cr) 满足 far 十 人 入 ACX) 十 7y)(0 二 2 
= 一 1 一 wk 所 1 一 中 所 zc co) ,证 明 7Cz) 必 满足 了 (信和 Nx) 
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二 人 六 sr 人 人 0 人 一 1 i 

证 ” 设 结 论 已 对 nC 2) 证 明 , 给 定 zs 之 0, 一 
:1 各 ?这 nn 十 1), 令 二 1 一 为 1: 则 

A DD 0) = AE av hr 

a HAC pA) 十 IFC) 
pS YE NS) 十 和 Fr 
af CX) 
其 中 用 到 归纳 假设 与 pri 一 1. 

如 果 你 想 掌握 以 上 证 法 ,不 防 自 己 试 证 如 下 类 和 似 问 题 . 

243 设 4 是 某 向 量 空 间 Y 中 的 点 集 , 它 有 上 生 质 :者 ea 光 EE 
4.0<1<1, 则 i++ 一 024 证明: 若 aE 4 全 0， 
人 > 一 101 扫 ;< 委 间 , 则 人 hai EE 4 

244 证明 ;初等 函数 的 导数 仍 为 初等 函数 

分 析 : 此 题 难处 在 平 :你 一 时 不 知 归 纳 证 明 所 不 可 缺少 的 ? 
在 哪儿 . 回顾 一 下 初等 画 数 的 定义 :初等 函数 就 是 由 基本 切 等 函 
数 及 其 反 晤 数 通 过 秘 术 运算 及 复合 所 得 的 函数 .规定 施行 一 次 
算术 运算 或 复合 为 一 次 构成 ,那么 归纳 证 明正 基 对 构成 次 数 n 
而 施行 . 显然 基本 初等 本 数 的 导数 皆 为 初等 图 数 . 设 经 ”次 构成 
的 函数 之 导数 为 初等 函数 ,f(z}) 是 由 基本 初等 两 数 经 nx 一 1 次 
档 成 而 得 , 则 必 fx) 一 gh(2)) ,或 f(x) = g(r) 十 上 (7x), 或 
FT) 一 gr)Rz) ,或 (zx) 一 gC)MhCT) ;其 中 BCr) .hixr) 是 
由 基本 初等 函数 不 超过 次 构成 而 得 之 函数 ,于 是 由 基本 微分 
规则 及 归纳 假设 得 出 六 tx) 为 初等 函数 . 

245 设 y 了 zy 有 十 1 工 个 不 同 零点 且 次 可 微 , 证 明 卫 和， 
FDC) = 0, 
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一 之， 


证 “一 1 时 由 Rolle 定理 得 出 . 设 铺 论 已 对 = 次 可 微 函 数 
证 明 . 若 f(z) 有 rn 十 2 个 零点 且 n 十 1 次 可 微 , 则 由 Rolle 定理 
知 f' (x) 有 十 1 个 零点 ,于 是 白 当 纳 假设 知 3 让 庆生) 二 
LF Cr) = 0. 

注意 上 面 证 明 中 归纳 假设 用 于 . 户 (x) ,而 不 是 用 于 f(x) 本 
身 , 这 在 归纳 证 明 中 是 很 常见 的 ,你 从 以 下 间 题 的 证 昕 中 也 会 体 
会 到 这 一 点 . 

246 设 n 冤 O01F(T) > 0(7 字 (4) 二 000 过 万 之 
2) ;证 有 明 f(x) 汪 0(x >a). 


2.5 上 反 证 法 


设 要 证 结论 4. 若 不 直接 证 4 ,而 是 指出 4 不 成 立 和 将 引出 什 
么 了 矛盾 ,从 而 肯定 4 必 成 立 , 那 么 所 用 的 就 是 “ 反 证 法 ” 反 证 法 
在 逻辑 上 自然 无 可 怀疑 ,但 具有 些 神秘 色彩 ;似乎 还 根本 未 直接 
触及 44, 证 明 就 已 结束 ,几乎 令 人 难以 置信 . 上 反 证 法 的 成 功 无 疑 
会 强烈 激发 你 的 兴趣 ,你 会 工 路 谷 试 ! 再 没有 别 的 方法 策反 证 法 
那样 适 于 检验 一 个 人 的 数学 思维 能 力 了 . 

自然 ,并非 每 道 证 明 题 都 宜 用 反 证 法 . 为 用 反 证 法 来 证 明 
4 必须 是 “人 4 不 成 立 * 这 件 事 易 于 推论 ,而 4 本身 成 立 的 直接 理 
由 又 不 跨 显 .成 巧 地 应 用 反 证 法 的 关键 ,在 于 找到 “4 不 成 立 ” 的 
适当 描述 . 本 节 的 例子 会 给 你 提供 一 些 启发 

2. 5.1 极限 与 收敛 性 问题 
首先 , 你 要 能 正确 且 恰 当地 天 出 一 个 极限 结论 的 反 商 , 例 
如 ,limf(x) 二 0 的 反面 是 :存在 e 沁 09 与 x 一品 ,使得 |7Cx,)| 
局。 
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247。 设 fx) 在 [0,co) 内 一 至 连续 ,| Ce)dz 收敛 ,证 
证 若 结论 不 真 , 则 有 > 9vms 一 co ,使 得 |f(x) | 之。 
可 设 fz.) 关 e 由 一 致 这 续 性 ,有 > 0, 使 当 z,y 交 0, 一 3 
NH |fCr) 一 | 二 es/2. 于 是 
ES 


村 mt . 
| fdz OF (ry | LA -Crsldr 沁 号 ， 


这 与 | f(x)dzx 收敛 矛盾 (参考 2 6. 3). 

248 设 A(z) 在 [0,20) 上 一 致 连续 ,对 任 给 x 之 0 有 
limf Cr 十 nn) 一 0, 证 明 limftx) 一 — 0. 

证 ” 设 e,z, 如 上 题 之 证 ,不 防 设 zx, 一 [xs] ->&. 由 一 (4 
F [x 习 0 及 一 敬 过 续 性 有 f(x,) 一 了 Ga 十 [zj) 一 由 , 故 

ex fr) = Lf) Oo fat [rj fat [xz]) > 0, 
得 出 世上 盾 . 

证 明 ”* 发 散 狂 ”时 应 利用 已 知 的 伍 散 性 结论 ， 

249 证 明之 ，m sinn|l 发散 ， 

证 若 之 mlsinz| 收 伊 , 则 >7orrsinena 亦 收 化 , 这 与 
人 Picossa 收 伍 < 是 40) 一 起 推出 yn 收敛 ,得 出 孙 盾 . 

于 是 你 可 证 类 似 的 问题 : 

250 ”证明 | xlsinzldz 发 散 

251 ”证 朋 limsinn 不 存在 . 

证 若 存在 / 二 limsina, 风 

0 = lim[ sin Cn 十 2) 一 sinn|] 一 lim2cos (n 十 1)sin]; 
这 推出 cosn 一 0, 结合 sir2n 一 2sinncosn 得 /1 = 二 0, 于 是 sinin 十 
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coszn 一 们 ,得 出 矛盾 ， 

2.5.2 函数 性 质问 题 

要 证 f(x) 不 具 性 质 王 ,可 适当 选取 中 的 基 个 推论 急 , 使 得 
当 了 具有 人 @ 时 导 禾 学 盾 . 

252 证明 f(z) 一 sinzs 非 周期 函数 . 

证 ”车 六 XY) 是 以 了 (人 > 0) 为 周期 的 函数 ; 则 Cr) = 
3zzeosza 亦 有 是, 从而. 亡 (Cz) 有 界 , 这 与 站 (VY2nr) > ooln> co) 
矛盾 . 

253 ”证明 f(x) 一 sin 在 (一 ceo) 土 非 一 致 连续 . 

证 ”车 78r 一 臻 连续 , 则 对 任何 zy 当 x 一 一 0 时 
必 Fr 一 一 0¢ 这 一 刻 划 是 关键 .但 取 ,二 v2nr,y, 
二 V2nn 十 X12 得 出 了 一 六 一 0,Fzr) 一 FF) 一 一 11 

2$4 证 明了 (Tz) 二 sinz (ae 六 1) 在 {一品 ,00) 上 非 一 致 迷 
续 . 

255 ” 设 在 [e ,于 上 产 (z) 十 gz (rx) = f(x), fia) = 
5 二 0, 证 明 . 产 zr) 一 0a 扫 工 乓 的， 

证 ”只 要 证 .xz 芝 05 同 理 可 证 .六 zxz 委 0) ,为 此 只 需 证 
一 Ininfzy 汪 0. 取 zolfzo 一 下 .车 Jr 之 0 由 之 之 
五 ,因此 疡 (zo) 一 0 产 (m) 二 f(zo) <0: 这 得 出 .Fa 是 极 大 
值 , 了 矛盾， 

256 ” 设 存 在 4 > 0 使 在 Le, 的 上 || 守 A|firy; 
Fa) 一 0. 证 明 jx) 二 0 之 z 工 < 之 训 ). 

证 若 f(x) 半 0, 令 4 一 inf{x;fC7) 关 0}, 则 a 所 al 过 5， 
flay) 一 0. 取 所 后 (Gaib) ,使 f(5) 冯 0 且 如 一 a 之 1/24. 取 
bE fant); 司 |F0)| = | F000) 一 Fe 一 Fo 一 


4)| 乏 计 105),…, 如 此 得 多 B 祈 之 B06) | 志 
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2 1 一 0x 一 25), 得 出 矛盾 . 
苦 你 充分 理解 了 上 题 .就 能 证 更 一 般 的 : 
257 设 甩 尖 Drfal 一 0 在 [ap 上 Fr)ygf) + 
吕 广 Cr 委 | Fr ec 和 遇 :证 明太 zc) 天 Da 扫 工 挟 扣 ). 
关于 中 值 问 题 的 证 明 可 注意 以 下 事实 :3 有 8) 一 0” 的 
反面 是 “W x 了 (zr) 关 075 :AoE 一 0 > 0) 的 反面 是 
“yatz) > 0"( 或 "Fory < 0") ,等 等 ， 
2S8 设 Fa) 一 76 一 0 在 人 as 内 六 (rgtxr) 尖 
7(Cxz358 (xz), 证明 EE [ap]igCe) 一 0. 
证 ”否则 对 FryAgCzy 应 用 Rolle 定理 得 出 矛盾 ， 
259 设 7z) 在 (一 co1o0) 内 两 次 可 微量 有 界 . 证 有 昌 #; 
Cs) = 0. 
证 否则 可 设 疡 (zx) 全 0, 从 而 fix) 严格 增加 . 取 x; 
六 (zi 天 0 车 户 (z 之 0 则 二 > mm 时 
fy) = fr) 十 | ad 
Fro) FF Cx — TF Ca) vr oor oo), 
得 出 矛盾 . 当 六 (zs0 时 有 .zeetz 一 一 co), 亦 得 了 矛盾. 


260 设 了 Ee Cos], | Fezydz 一 1， [af Crd = 060 
和 下) ;证明 攻 E C0,17; | 2 十 1)， 
证 车 |F0) | 入 十 0 之 之 和 ; 则 (此 处 有 有 虚 技 
巧 ) 
i 1 1 1 | 
] =| (TC BD 7rdr 2 十 四 | > 一 了 | dz 一 1. 
0 [i 
困 上 式 中 的 所 必须 为 一, 故 | 了 Cx)| = 2 十 1); 上 由 连续 性 及 
| eFC)dz = 1 和 f(x) 一 2 人 0 二 1 ,这 与 | Ar)dz 一 和 了 矛盾 . 
261 设 了 xX) 二 g(x) 十 站 (zi 瑞 (Cx) 是 了 次 客 项 式 ， 
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gfx) 无 等 点 ,证 明了 2x) 至 多 nn 十 1 个 零点 - 

证 ” 设 fCx) 有 rn 十 2 个 零点 ; 则 用 nw 十 1 次 Rolie 定理 得 
出 ,06) 一 Son 一 0. 得 出 矛盾 . 

262 设 卫 ECra:erfay 一 0 拓 Trifa tf 在 
(asB) 内 可 微 .证明 产 Cr}y/ 了 tw) 在 (a8) 央 无 界 . 

证 仿 ptr 一 nfix), 取 定 cE Cab). 若 g' (Cr) 一 
让 Czy/A(z) 有 界 , 则 g(x) 一 有 cl) 十 (一 cg 5 有 界 , 这 三 
SCz) 一 一 cotzr 一 @) 泽 盾 ， 


2.6 有关 极限 的 证 明 是 


在 前 面 你 已 看 到 不 少 有 关 极 限 的 证 明 题 了 ,本 节 将 提供 若 
干 更 系统 的 方法 . 只 要 涉及 极限 ,你 大 概 会 立即 联想 到 “ee 一 六” 
或 “se 一 8 方 法 .这 套 方 法 已 有 和 辉 煌 质 史 :但 人 迄今 们 然 声 誉 从 佳 ， 
不 喜欢 它 的 人 深 感 别 折 . 幸而 它 并 非 元 可 替代 . 本 节 特意 强调 几 
种 * 非 e 一 方法”, 它们 往往 更 加 方便 且 有 效 , 值 得 优先 选用 . 

2. 6.1 挤 压 法 

此 方法 可 能 最 容易 为 你 所 理解 与 熟悉 , 它 基 于 以 下 简单 不 
理 : 若 as 扫 委 亚 as 一 由 一 4 则 必 la 一 全. 应 用 此 法 的 关 
键 在 于 找到 “ 挤 压 ”zx 的 a 与 5, 这 当然 依赖 于 Xx, 的 具体 结构 ， 
并 无 通用 的 方案 . 大 体 说 来 ,a, 与 如 分别 为 x, 的 一 个 适度 缩小 


SE Ta < 由 ,使 得 dn 一 Deas 与 5 一 >be 构成 a 的 所 需 挤 压 . 


263 设 吉 二 (和 干 如 一 ,) ,证明 zx, 一 144. 
证 ”关键 在 于 注意 到 . 


£3 


£ cr 十 - 1 _ . Ea * 4 
nC2n 一 一 1 全 天 HKCwE Rn 2a 


然后 利用 人 ,一 aa 十 1)72 即 得 所 要 证 ， 
类 朴 地 ,你 可 和 用 上 一 1 一 1 证 
Te Dn O11 
264 设 训 二 访 yiflng/inn)?,p 室 1, 证明 4x, 一 1. 
证 自 lntzrtw 实 1) 单调 增 得 出 (参考 7.6.22) 


fi dz ss nk 二 lnfxdx. 


mol 
故 站 局 He mrzdz < x 裤 元 二 | sdz， 
用 工 ee 方法 得 


lim 一 | “dz = lim jn Ad 
H zn , nr 


im ln*z 
a In 4 pln lx 


开 中 
同 理 | fnaer palnenayqd 一 1, 于 是 工 一 1. 


一 ]; 


265 设 训 二 >In(l 二 二). 证 明 z, -In 3 


zn 十 万 i 2 
证 人 定理 得 (参考 7 7. 1) 
证 + 元 7 Bn TR = nCen 一 下 十 1) 一 Inc2u + ky 
1 '» 
和 2n 十 点 十 Em = 3 二 XO < ]). 
利用 定 积分 定义 有 


rt 1 AN 了] | 上 二 一 > 3 dz 3 
2 沁 1 a 上空 =In3， 
同 理 之 (22 十 二 十 1) 一 InC3/2), 于 是 zz 一 1n(312) 
以 上 两 题 表明 ,为 有 效 地 运用 挤 压 法 ,熟悉 菜 厂 不 等 式 证 法 
B84 


见 第 七 章 ) 是 必要 的 . 
266 设 x, 一 ja 十 sintyrdt ] “证明 wn 2 
证 利 用 4zyr 扫 1 十 sinz 所 200 达 7 下 x/?) 易 得 
2 Yrf20n 十 1) 过 x 入 2 Yr/2, 由 此 立 得 所 要 证 


tn ly 


» 1  、 
267 设 x, 二 > ， 也 二 "证明 Ts — 2. 
器 一 ni 


证 ”由 要 和 过 所 十 1 推出 1 十 1 所 140 和 
lA; 因此 (C25 十 /GG 十 让 生计 202 十 1)/n, 由 此 了 立 得 所 要 
证 . 

268 设 a40, De, 一品 x 一 Ban/ Dan, 证 明 
Xn 一 

提示 :指明 1 一 (al 一 azrD(Diras 过 和 所 1 

挤 压 法 显然 亦 可 用 于 函数 被 限 : 若 gtx) 所 -ja) A h(x), 
当 z a ger})— Ahtr} rr AM Fr Atr a). 

269 设 f(z) 在 L0,eo) 上 单调 增 . 有 界 . 两 次 可 微 且 产 (zr) 

0 证明 站 (7) > 0Cr moc)， 
证 当 0< 达 及 之 x 时 和 由 Taylor 公式 有 


fz fr hh) 
RO LH 1), 

于 是 0 所 了 (2) 太 有 [fCz) 一 了 (x 一 A)]. 由 了 tx) 单调 有 界 知 
有 六 XxX) 一 有 Cr 一 oo0); 辣 理 f(x 一 外 一 4 一 co), 因此 
站 [Fr) CO fz Ch 一 0, 于 是 站 (x) 一 00x co0), 

2. 6.2 上 下 极限 法 

若 {x,} 有 子 列 ze 一 A, 有 上 且 对 任何 B 半 4,{x,}) 没有 子 列 收 
效 于 呈 . , 则 称 和 4 为 代 } 的 上 极限 , 记 作 加 i 
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一 一 [im 一 zx) 下 极限 ) 上 下 彼 限 具有 以 下 性 质 : 


lim 并 十 lim Ys < lim wr, tx, 十 加 (2,6.1) 
ti, 十 yi) 泛 < Timx, 十 Timy, : (2. 6.2) 
bm XT, lim XY < lim TY Cr sy 2 0) C2, 6,3) 
Hi, < 站 Tim Timyos (C2. 日 , 攻 2 
zo riz, < ly, (2. 6. 5) 
车 fc 收 化 , 则 民 ) 一 (4) 为 等 式 . 其 次 ， 

limz。 一 4 全 [inmlzr 一 4 

mz, & A lim. C2, 6.6) 


利 下 (2. 6. 6) 可 将 证 limz， 一 44 妇 作为 证 涉及 上 下 极限 的 一 个 
不 等 式 .而 后 者 可 由 基于 (2.6.1) 一 (2.6.5) 的 “上 下 极限 演算 ” 
来 完成 . 运用 上 下 极限 的 好 处 在 于 ,上 下 极限 总 存在 { 但 可 能 为 
十 ce) ,而 运用 不 等 式 比 用 等 式 要 自由 些 , 即使 对 上 下 极限 起 初 
有 毕 陌 生 ,一 旦 熟悉 之 后 你 会 发 现 它 是 一 个 非常 方便 与 有 效 的 
工具 . 

270 设 a 一 a,4, 一 >) axjm :证明 4 一 ea. 

证 ”可 设 a= 和 否则 以 e 一 人 伐 c. 任 取 天 部 1 邻 记 一 
suplaw| ,出 由 a 一 0 推出 如 一 60m 一 050), 由 


FmlA,| < Tm | 5 sal + Bm Dy lar 


i+ 
< lm 有 = 6,. 
得 出 fmi4， [| 委 0, 因 北 4 - 
以 上 证 明 由 一 旱 演 算 完 成 而 无 需 任 休 8 一 必 介入 , 它 会 使 
你 耳 日 一 新 . 你 不 防 独 自 一 试 ， 
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291 设 a 一 au 人 0 宝刀 一 co 4 一 Baar 之 hr， 
证 明 A 一 a. 

即使 更 难点 的 问题 ,用 上 下 极限 法 亦 易 对 付 . 

272 ”设计 人 > 可 一 一 1imkan+l — Ar) /Db bs 
证 明 lima,/b, 二 i. 

证 全 富生 
> 1, 则 了 rr 一 av) 和 一 和 ro 可 设 ! 一 0 否则 以 
zu 一 tm 代 ,于 是 zz, 一 sup|xa/y: 一 0 一 co) 由 


Tm | < 一 Ta eu| | Tm el | 

严 bp. = T A | 上 

eT et 十 … 十 3 一 lim Zw Ch, — bn) 
3 一 一 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 >“ 


< 去 5, m" 
得 lim|a,/6,| 过 0, 因 此 a./b, 一 0. 

上 下 极限 概念 及 其 性 质 可 以 自然 的 方式 推广 于 函数 , 且 亦 
可 用 来 处 理 函 数 极限 隔 题 . 因此 ,你 可 以 尝试 用 题 270 ~ 272 的 
解法 解 对 应 的 问题 ， 

273 设 fE CL0,00) ,Jimf(x) 一 a, 证明 lim | /cd = 

274 设 f,g € Cf0,00)， limf Cz) 一 ggtx) > 0, 
[ger)dr 一 一 ,证 明 lm| f(gcyde/ | gd = 9a. 

注 ”用 一 个 推广 的 H'Lospital 法 ,以 上 两 题 的 证 明 更 为 简 
单 . 

275 设 gr 十 aa) 人 > g(r}, limg x) = ooya > 0 = 


和 


lim[L fx 十 a) 一 了 Cx)]/[g(lzr 十 a) 一 gtx)], 了 在 有 限 区 间 上 
有 界 . 证明 limf(x)/a tr) 一 了 
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本 题 对 应 于 272, 它 的 证 法 可 从 下 面 这 个 较 简 单 的 冶 题 的 
证 明 仿 制 出 来 . 

276 设 上 在 有 限 区 间 上 上 有 界 光 一 limLyCz 十 1 一 了 Ce) 下 
证 明 limz fz) = 

证 ”可 设 7= 0 否则 以 zx) 一 1 址 代 x)). 令 f(x) = 
sop|7 一 了 AD, 则 x) 0(z wo0). 任 取 5 这 03Y 7 
> 0 有 只 一 站 数 ， bx 一 1 机 之 5 十 1. 于 是 
Tm | £2 | Fr ~ n,) | 

地 | 


< 1mm 


EE Ee 


+ /fe 


令 b— coo fl. fe)| 苹 <S 0. 因此 iumz fr) = 0. 
277 设 im 产 (zx) 一 (证明 jimz-7z) 一 上 . 
此 题 可 从 题 276 推出 ,如 月 题 276 的 证 法 直接 证 , 则 因 可 用 
中 值 定 理 而 更 简单 


FD | 工 一 6 
| E <| z | 十 


nd (SB Er), 

278 设 rry 一 阅 一 证明 (zs Tn 0., 

提示 :注意 jz 一 茹 | 所 |zast 一 am 十 zuy 一 
Tl. 

279 设 fE C000), limLfCx 十 2) 一 了 (x)] 二 0, 证 明 
limz Lftx 二 1)— A(x)]=0. 

280 设 mt 之 <o 十 2 证 明 { "1x, 收 合 . 

证 令 4 一 inf ‘x I lim 1z 有 联 定 m 守 1.Yn 
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mv, 有 整数 p,,gi:n 一 mp, 1 gw.0 所 9 之 mw, 于 是 [im 二 < lim 


Putm 十 Tree Tr Pen 和 
n 下 n nr 


由 此 得 Hmm lz 才 4, 因此 -1x 一 4. 
仿 此 你 可 以 证 明 对 应 的 函数 极限 问题 ， 
281 设 jer 十 四 所 xz) 十 To EE CLI0,c0) ,证明 
limz fx) 一 inf f(r), 
282 设 和 ECL0cc)0< rz 十 菩 二 了 zy 证明 
titn[ Ft) = infr fir) = 
二 -一 sm 0 
283 设 了 ECILO:co)， lim [LF Cr) 十 rc) 二 0, 证 明 
limf (xr) = 0. 
证 令 MKz) 二 ef(r) ,gtr) 一 Sup lf Ct) 十 .fc , 则 
Pr) = elf (rt fr) g(r) Or 00).¥ 60, 有 
lim|ftr)l = lime Ig)| = Tme * | gtp) 二 | (td 
十 sp < 十 -ma I 6 


< fe ef CD 十 fla 
< gb) lme *Ce* 一 如 ) = gb), 
令 8 一 co 得 Himixzz)l 委 0 因此 zz) 一 0 一 co)， 
284 设 fE L000),lim[xfr(zx) 十 2A(zx)] 二 0, 证 明 
lim/f Cz) 一 0, | 
提示 ;利用 [zf 二 x (2) 十 2rf7(r). 
285 设 广 EC?[0,o90),limf(x) 存在 且 有 限 ,| 产 rz)1 起 
A 证明 f(r) 一 0 一 co) (参照 题 269). 
证 ” 任 给 xz,h 计 0, 有 fz 二) 一 flr) 十 Cr)h 十 
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二 1" 十 的)hC0 之 8 之 1), 于 是 


efi 
lim lf Cx)| 入 mA fer hy Flr) 人 =. 


令 h 一 0 得 Hm1f Cz)| 返 90, 因此 六 (zx) 一 0(x 一 oo). 
286 设 f € Cra， 下 :0 二 FTFz< la 和 zs 证明 
lim Pz)dz = 0. 
证 令 9(1) == max jtz), 则 O11， 
im| Tr)dr lms — a er) 二 Bb—t=—=b-f, 


令 1-= 上 得 所 要 证 . 
2.6.3 收 北 原理 
Cauchy 收效 原理 序列 {x} 收 敦 二 lim (ze 一 zc 01 


了 一 eo 时 .xz) 收 化 所 im [Cr — fly)] = 0. 
以 上 收 仇 原理 在 一 些 且 体 场 合 可 能 表 为 别 的 形式 .例如 ,级 
数 >os 收 敲 导 lim 2 一 日 只 分 | Crydz 小 伐 二 


lim | reeaz = 0. 尽管 Caucky 收 敏 原理 是 整个 报 限 理论 的 类 


a ea 


础 ,但 用 来 处 理 具 体 的 极限 问题 未 必 方 便 . 不 过 ,毕竟 有 一 些 收 
合 性 证 明 是 直接 依赖 Cauchy 谨 理 的 . 
287 设 二 >0,3, 二 Dye Dyas/3, 收 但 ,证 明之 ya, 收 


伊 

证 若 >,a, 发 散 , 见 站 >0 习 全 nm: 25,, 于 是 
DS 芝 了 ”mA3。 一 (3 一 SAS。 之 172， 这 与 
Sars, 收 襄 六 上 盾 . 
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288 。 设 | /crydz 与 站 eceopldz 收效 ， 证 明 
站 rcmgcnadz 上 收敛. 


证 和 由 f(z) = Fe? 十 jr (df 知 f(z) 有 界 . 设 [f(x)| 
MMM, 则 


后 a 
| Flr)g (rdr | EE ml [gtr}idr — tia, — oo0), 


这 表明 | f(z)gCz)dzx 收 全 

单调 收 钱 原理 。” 有 界 单调 序列 收 人 证 ;车 f(x) 在 Ca ,58) 内 单 
调 且 有 界 , 则 zy a( 或 字 45 时 rr) 收敛 . 

由 单调 收 笋 原理 推出 : 部 分 和 有 界 的 正 项 级 数 收 化; 车 
F(z) 六 0,| fea 有 界 , 风 | fCxydz 收 敏 . 

289 设 攻 十 27 十 7! 二 04 1) 证 明 工 一 

证 首先 ,lz = 一 [aft2 二 rs 1 之 1. 其 次 ， 

Tarl X= nant Driri— wrt A 二 2)]!> 0,， 
可 见 (zx) 单调 增 . 于 是 imz, 二 ! 存在 , 且 必 全 十 24 二 0, 由 此 解 
出 了 一 0. 

290 证明: f(z} 二 x* 一 1 在 [0,1] 上 有 了 唯一 零点 zz, 
县 x -> cx ]， 

证 由 (0) 二 一 1 一 7 一 17 (7) 产 0 知 (x) 
有 了 唯一 零点 zs 且 x 六 0. 由 天 (zx,) 二 .lxs41) 得 

Te 0 

因此 存在 1 = limz,. 

再 由 立 !1 2 一 光一 1 {, 
因此 ! 二 172. 
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仿 上 题 你 应 当 能 证 明 娄 似 的 问题 : 

291 证明: 方程 >)eostz 一 1 在 "0,z/3] 内 仅 有 一 根 ru 
是 zx > 00), 

2. 6. 4 ”证 limx, = 0 的 方程 

主要 方法 可 概括 如 下 : 

(i) 指明 全 ,zx 的 收 笋 ( 仅 用 于 某 些 特殊 情况 ,参看 题 546， 
号 本 了 3 | 

《ii lim |z,| OC 2. 6, 27; 

《iiiy 利用 以 下 原理 ;着 了 六 0, 刚 x 一 901lnr, 一 一 
co 全 人 in(znriAzrn) 一 一 co 若 0 挟 mr 委 了 1， 则 工 一 
0 全 Dln (Crsri/ za) 发 散 . 

下 面 以 例题 说 明 方 法 6iii)， 

292 设 1, 二 [a 一 dz 证 明志 一 0. 

证 ”由 了 4 二 二 (2n 十 2)/C2n 十 3) 参考 题 125) 知 

Lr 2 十 2 1 1 

四 了 i 2n 十 3 
由 此 知 户 yin Cr,) 发 散 , 从 而 了 一 0. 

293 设 工 一 人 sinrzdz, 证 明 了 0. 

证 ” 因 1 单调 减 , 故 量 要 证 /= 1 一 站 由 J 二 (1 一 
直 )Jo-i( 参 考题 121) 知 lnCji/1 iD) ~ 一 1/2n， 因 此 


> Inc/ 0) 发散, 从 而 J -> 0. 
294 设 I = | 十 x)-"dzx, 证 明了 > 0. 


提示 :导出 = (1 一 上 1. 
De 
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295 设 z 一 (vv 一 1)0w3 一 1…(0Y 一 1 wal， 
证 明 x 一 0. 

提示 :指明 x, 一 (1 一 ni)x, 

2.6.5 ” 通 近 方法 

这 昨 将 对 连续 遂 数 的 极限 问题 转化 为 相应 于 多 项 式 的 间 题 
”的 一 种 方法 ,其 原理 如 下 ; 设 要 证 一 0,7T, 线性 地 依赖 于 了 
蕊 CLa,5j. 联 一 至 ? 收 伍 于 了 的 一 列 多 项 式 {Pi}; 则 

TF = Pt TF — PP). 

若 能 证 T 了 ,Pi 一 0(n 一 oo0)， [7,. Fo Pl Oo)， 
则 必 人 一 DC 一 oo 

296 设 fECla,5],l,= | f(z)sinnzdz, 证 明 Lo. 

证 用 分 部 积分 可 证 ， 对 任何 多 项 式 部 (rz) 有 
| Pleinnzdx 一 0. 取 一 致 收 俩 于 了 的 多 项 式 PE 一 1,2， 
:= ,由 

Pere) 一 PiCr)Jsinnzda| 

< | [fr — Ptr) {dr — 0k — co0), 
由 此 得 出 所 要 证 . . 

297 设 fE€ CLa, 妃 ,证明 | f(x)eosnzdze 一 On 一 cc) 


298 设 fEC[ 一 1,1],LC 放 ) =- 上 4f《x) xta > 0) 证 
127 十 区 
明 liam7。( 户 一 rf (00). 
证 fx) 一 1 及 (lr) 一 zx” 1(n 这 1) 时 绪论 显然 成 立 . 


1 dT” lia 了 2 
一 一 一 dr 一 20" -一 一 一 上 
| 。 工 十 老 
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所 2a"| ed 一 ofte 0), 
于 是 结论 对 上 了 为 多 项 式 成 立 . 取 多 项 式 列 {P.)} 一 致 收 伍 于 f, 令 
6 一 max [Fez) CC— PCr})|, 则 

lm lL 一 xD limlL nf — TCP) 

十 jimlzetCP) — xP, (0)| + | PC0) 一 Fo)1 


1 adx 
-1 ar 十 x 
令 m 一 co 得 所 要 证 . 


299 设 A Ee cfo1]， 证 明 lim| Feylsinnxldz = 


LL xe, 一 2A€,, 


0 lime, | 


dr 


三 | fedz. 


提示 : 取 阶梯 西数 序 到 {多 ) ,使 | 17Cz) 一 HT) [dx 一 二 站 (天 


2.7 收 敏 性 判定 


在 微 积 分 学 中 ,各 种 “ 收 黎 性 判别 法 ” 马 十 分 完善 . 然而 在 
具体 应 用 时 你 可 能 仍然 感到 难于 选择 ,本 节 将 提示 若干 要 领 . 

2.7.1 级 数 收 敏 性 

设 村 判定 级 数 > ,av 的 收 爷 性 ,判别 法 的 选择 取决 于 a 的 
具体 特性 . 若 a, 会"n 个 因子 连 乘积 ”( 如 阶乘 ), 则 一 般 宜 用 比值 
法 :许多 因子 会 在 比值 414.7a, 中 约 去 ; 若 a 中 出 现 n 次 方 , 则 用 
根 值 法 可 能 行 得 道 . 

300 设 a. 一 [C3 二 1)7(48 一 2), 淹 定 >ya, 的 伊 散 
性 . 

D4 


解 ” 因 asje = (3aH1)70 和 一 的 一 3 把 1 败 之 Ma 
收 敦 . 
301 设 @ 一 mnn) 判定 >yeu 的 化 散 性 . 


解 V 一 (nn) -iexpCa-ilaza 一 0, 故 > ,an 收敛 ， 

若 a, 一 FtcDxz) 在 z=0 的 Taylor 公 式 的 首 项 容易 求 
得 , 则 可 写 出 6, 二 On-?), 当 p> 1 时 级 数 了 a, 收 全 .具体 运用 
此 法 时 不 必 明 确 写 出 f(x). 

302 误 a 一 (vv 十 1 一 wa?na 十 1 一 1]， 
p 沁 0, 判 定 谊 jas 的 化 散 性 ， 

解 ”关键 在 于 从 a 中 分 出 关于 17 的 无 穷 小 主 部 , 即 写 出 
一 An 十 Da 9) 


a = CARTFEIT + vn 1 : ) 一 In 一 二 


一 [2 二 oD] ?| 于 十 ol 廊 ) | 
一 站 和 二 of re 
由 此 得 出 > ;oa, 收 笋 . 
对 交错 级 数 首先 考虑 用 Leibniz 判别 法 : 若 由 y0, 则 全 (一 
la 收 语 : 
303 设 久 = C24 一 1! /22) 1! 1, 判定 > 一 1)"a 
的 仇 散 性 . 
解 由 Ingesoya 7 一 lnfl 一 1/2n) 一 一 1/2n 推出 
a DC 参考 2.6 4); 因 此 这 (一 "a 收 比 ， 
若 已 知 > ,把 收 敏 ,要 判定 > ,Fe 的 伊 性 , 则 月 比较 法 : 求 
出 一 limfz)zr 当 必 关 0.0 裤 1 <<oo 时 人 /Ga) 收 合 . 


304 设 expa 二 十 cexpb, ,让 gi 收 合 , 判 定 让 6, 的 化 散 
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性 ， 
解 解 出 已 一 inrexpay 一 a.) ,由 


lim 加 人 — 2) = lim e 一 1 = 

4 x ar 2x(e* CO— zr) 2 
得 出 全) 名 站 化. 

让 你 来 解 类 似 的 问题 : 


305 设 as 一 点 十 inGl 十 0) ,让 ya? 收 化 ,判定 了)5 的 伍 
散 性 .5 收 仇 )， 

2.7.2 积分 的 收敛 性 

广义 积分 可 以 与 级 数 类 比 , 两 者 的 一 些 收 敲 痢 别 法 十 分 类 
亿 . 不 过 , 因 变 量 代 换 可 剧烈 李 政变 积分 形式 , 故 判 定 积分 收 合 
性 时 可 运用 更 灵活 的 方法 . 

306 判定 | lntgzdz 的 敛 散 性 . 


解 令 tgz 一 + 化 积分 类 | (1 十 2) rnedt, 因 -> 0 时 (1 
二 2]lnt| = 0G oo 时 (二) nf = OG 72) ,而 
jt 与 weds 收敛 , 故 原 积分 收 伍 

307 ”研究 积分 广 z= -einzdz 之 收 伍 性 . 

解 当 革 一 0 时 zisinz ~ x 故 仅 当 志 < 时 
| =- sinzdz 收 伍 . 其 次 ,用 分 部 积分 


om 1 T ms 
Sinz COSI COSZ 
| dr 一 一 | id 
! 挛 区 ce 1 了 


知 当 之 0 时 | -sinzdz 收敛 .因此 , 当 0 < 一 请 一 2 时 原 积分 
收 全 

类 似 地 你 可 解 以 下 两 是 ， 
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308 研究 | (az 十 xz-idz 之 收 你 性 . 

结论 ; 仅 当 记过 1 之 4 或 9 之 1 之 时 收 伐 . 

309 研究 | “coszdz 之 收 伍 性 . 

结论 :0 过 p< 1 时 路 伍 . 

310 设 p 六 0, 厂 究 | Csinz 二 zx) -1sinzdz 之 收复 性 . 


解 ”容易 看 出 | 总 收敛 , 故 只 希 考 虑 | . 因 
Sinz sinz Sin x 


YXP 十 Sinz x x + Sinz}’ 


而 由 是 307 知 | rsinzdz 收 侣 , 故 只 要 考虑 | zwsinmrzdz 之 


收 伊 性. 由 2sinix = 二 1 一 cos2x 及 | -Yeos2rdz 收 敲 ; 知 当 pp 六 
1/2 时 大 积 分 收 傅 , 当 5 之 所 1/2 时 原 积 分 发 散 . 
3 设 fz 一 % 时 f(z)40, 证明 | f(x)dr 收 合 


S| fsinizdz 收 部 . 
证 [fd 收 伍 时 最 然 | PCzsinzzdz 收 笋 . 今 设 
| eesinerdz 政 化 ,要 证 | /orydz 收 人 就， 为 此 有 愉 震 证 
| /Gepeosszdz 收敛 ( 参 考 2.2.4), 这 由 以 下 不 等 式 推出 ， 
| flrIcosirdr 一 王 F{r)sini{r 一 本 dz 
本 wi 
一 [fe 十 3 )sintzdx < 全 reopsinezdz < oo 


2.7.3 一 致 收效 性 
要 判定 Sw (x) 对 a 二 zx 之 5 一 致 收 化 ,主要 的 方法 是 “MM- 
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判别 法 ”: 求 得 名 zu 人 (21 ,使 之 ) 忆 收敛 .和 可 由 直接 观察 得 
出 ,或 者 取 B 一 sup arCz) | 

312 设 吕 (rz) 二 arctgi2x/ Cr 十 2 ,判定 > jw (x) 在 
(- ,ceo) 上 的 一 致 收 敏 性 . 

解 Ce) | 所 2|xlir n> uz) 一 豆 惧 

313 ”判定 这 jx/ 十 ntx?) 的 一 致 收 和 伍 性 (一 致 收 敏 ). 

314 度 可 (人 rr) 二 ne “(zx" 十 0， 判定 全 ,ask 在 [172， 
2] 上 的 一 臻 收 误 性 . 

解 ” 国 max, Cx" 十 中 二 2 十 2 有 21, 圳 [5wC2)| 到 


上 

2m (2Je)" ,而 全 (24e)" 收效, 因此 > Ce) 在 172, 引 上 -一致 
收 俩 ， 

315 判定 六 (ma 十 了 ) vasinaz 在 (一 coyce) 上 的 -: 致 收 
化 性 【一 致 收效 ) 

316 设 w(7T) 一 zee ,判定 之 justz) 在 [go,ec) 上 的 一 臻 

解 因 zC0) 二 wo0) 二 Our 在 (0,ce) 内 有 了 唯一 堆 
点 2/n, 故 Inaxun (x) = u(t2/n) 一 4(en) 习 ,因此 这 ju, (x) 在 [0， 
co) 上 一 致 收 伍 . 
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第 三 章 ”简化 原则 


从 本 章 开 始 ; 我 们 机 依次 草 述 枸 成 本 书 核心 的 四 大 原则. 解 
题 亏 术 的 精 体 , 正 寅 于 这 些 原由 之 中 . 在 四 大 原则 中 居于 首位 的 
无 疑 是 “简化 原则 ”对 于 数学 问题 的 解法 ,你 “ 敏 改 进 它 ,就 应 简 
化 它 ” 一 一 这 一 简单 句子 实际 上 已 包含 了 简化 原则 的 主导 和 想法. . 
简化 你 的 解法 ,再 没有 比 这 更 自然 更 合理 的 了 ,以 至 不 可 能 昕 到 
反对 的 意见 . 然而 ,提出 “简化 ”还 只 基 表 达 了 一 种 合理 的 愿望 ， 
愿望 的 实现 并 非 易于 .提供 尽 可 能 多 的 简化 的 方法 与 途径 , 正 是 
本 章 的 任务 ， 

你 可 能 立 妈 发 现 一 个 “ 侍 论 ”; 为 了 “简化 *”, 就 得 学 习 “ 简 化 ” 
的 方法 ;而 为 掌握 这 些 方法 所 付 之 代 价 竟 成 了 一 个 “复杂 ”问题 ， 
这 合算 吗 ? 事情 并 没 这 人 么 精 糕 ， 其 实 你 并 不 需要 为 了 简化 而 去 
唱 某 些 捉 措 不 透 的 秘诀 ， 本章 所 有 的 方法 都 基于 自然 台 理 的 思 
考 , 每 个 人 凭 常识 与 直觉 就 能 顺利 理解 与 掌握 ,只 是 因为 平常 未 
能 细 察 而 忽略 置 了 . 你 自然 要 付出 一 定 代价 ,但 你 会 因此 而 长 外 


受益 ， 


3.1 简化 模型 


为 解 某 个 几何 ,力学 或 物理 等 领域 的 应 用 题 ,首先 必须 从 问 
题 构造 出 适当 的 数学 模型 ,因而 将 问题 归结 为 某 个 分 析 ,代数 或 
其 它 数 学 问题 ,然后 才 谈 得 上 应 用 适当 数学 工具 求解 . 一 个 充分 
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简化 的 模型 ,将 成 为 你 解决 问题 的 恨 好 起 点 . 当 你 着 竹 构 造 模型 
时 ,可 考虑 以 下 建议 ; 

G) 首 先 应 当 党 不 含糊 地 确定 , 辣 题 的 目标 是 什么 ? 它 可 上 
属于 哪 种 英 型 ? 

《i 站 如 果 间 题 涉 及 空间 美 系 ,应 以 最 有 利 的 方式 选择 与 放 
置 坐标 系 , 通 常 应 以 某 个 对 称 中 心 作为 坐标 原点 ,以 对 称 轴 作 为 
坐标 轴 . 

(Ci) 适当 选择 变 元 ,通常 宁可 变 元 少 一 些 . 但 车 增加 变 元 能 
获得 某 种 对 称 性 , 则 多 一 些 变 元 亦 是 可 取 的 ， 此 时 不 必 强 调 变 元 
彼此 独立 ， 

tiv) 确 定 问 题 中 各 个 量 的 美 系 及 其 宸 达 方 式 ,应 合理 选择 
表达 式 以 使 模型 简化 ， 

最 好 是 通过 一 些 例子 来 说 明 . 

317 ”飞机 在 观察 者 上 空 高 hh 外 水 平和 名 速 飞 讨 . 当 观 察 者 以 
多 大 仰 前 了 望 飞 机 时 ,感到 它 的 速度 仅 及 飞 经 头顶 时 的 一 半 ( 不 
考虑 地 面 杰 曲 )7 

和 解 这 是 一 个 速率 问题 , 属 微分 学 领域 , 阿 题 仅 涉 及 3 个 
变量 :时 间 产 仰 攻 ?及 飞机 飞 过 的 水 平 距离 zx( 从 头顶 算 起 ). = 
与 ?不 互相 独立 ':z 一 htgp. 依 题 意 , 问题 是 要 求 出 使 w 


9 (中) 的 由 29 一 多 (0 二 hiw'(0) 一 Per = 


9 /cosip 解 出 cosg 一 1/ v2 , 故 得 多 一 /4. 
318 ”一族 转 体 容 器 中 的 液体 从 底部 小 孔 流 出 ,流速 与 液 
面 高 度 之 正平 方 根 成 正比 . 若 液 面 义 速 下 降 , 求 施 转 体 之 形状 . 
解 ” 设 容器 侧面 由 曲线 x = Fiz)(0 雪 = 所 5 绕 z 轴 旋转 
而 成 ,zx 轴 在 锯 直 方向 ,容器 底部 在 zy 平面 上 , 液 面 高 度 为 z(1)， 
间 题 是 求 f(z). 由 一 xfrCe)dz 二 wzdi, 与 dz/dt 二 -w= 
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const 得 tz) 一 《Rolet71. 

319 ” 设 宽 分 别 为 e@:2 的 向 河 垂直 相交 , 求 能 台 过 相交 处 的 
船 的 最 天 长 度 . 

解 ”这 是 一 个 最 大 值 问 题 . 将 船 抽象 为 长 ! 的 线段 , 经 过 换 
角 处 的 极端 情形 是 ; 船 的 两 端 及 中 间 一 点 此 触及 河岸 ,此 时 “一 

fcosz 7! 十 (sinz) zz 是 船 与 一 河岸 的 交角 ,于 是 问题 为 解 
“miny 0 < rz< xz 用 微分 法 解 出 工 一 arctg ypBAa = 
Ca 十 Bey), 

选 角 度 作 为 变 元 通常 是 有 利 的 . 

320 ”长 2 的 光滑 细 棱 放 入 水 平 放 沉 的 半径 为 4 的 半球 形 硫 
内 ,i 之 2a, 求 其 平衡 位 置 . 

解 ” 当 不 计 摩擦 力 时 , 棒 在 平衡 位 置 重心 最 低 , 因 此 本 题 
是 一 极 值 问题 . 将 棒 看 作 线 段 , 设 它 与 水 平面 之 交角 为 xf0 之 
< T/2), 棱 中 点 进入 兢 中 深度 为 h, 则 上 二 asin2xw 一 .sinz, 而 
问题 为 解 cmaxh,0 < x < x/2” 用 微分 法 解 出 在 平衡 位 置 cosz 
二 (十 Ww 本 十 128a7)/16a, 由 cosz 声 1 推 出 ?之 44, 这 音 味 蔷 
! > 4a 时 无 平衡 位 置 ， 

321 试 设 计 一 个 反光 镜 , 使 点 光源 经 反射 后 变 为 平行 光 
来 ， 

解 ” 因 旋转 面 之 法 线 过 中 心 轴 ( 参 考题 185) ,可 用 旋转 四 
曲面 ,光源 置 于 中 心 轴 上 . 于 是 问题 归于 求 xy 平 商 上 的 曲线 y 
二 y(2) ,使 定 点 (a,0) 与 曲线 上 的 动 点 太 的 联 线 与 过 旭 的 水 平 
线 夹 角 2a, 而 过 对 的 法 线 平 分 此 角 , 由 几何 美 系 知 y' = ctga， 
tg2a 一 30a 一 广 ) 二 2p/(p! 一 ,pp 二 y', 解 此 微分 方程 得 y 
二 4az( 假 定 y(0) = 0). 
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3.2 简化 问题 


设想 你 面 对 一 个 数学 间 题 CP), 你 可 能 会 六 加 思索 地 立即 
着 手 求解 . 本 节 则 要 坚决 劝告 你 :且慢 1 你 普 先 应 思考 一 下 ,能 否 
以 某 个 车 简 单 的 问题 (Q@) 替换 (PP7? 这 种 “简化 问题 ”的 考虑 遍 
及 各 个 领域 ,下 面 主要 以 极 值 问题 为 例 加 以 说 明 . 

3.2.1 极 值 问题 

一 个 量 小 值 问题 可 标准 地 写成 : ， 
Py minr, [a 
其 中 上 是 “目标 函数 ”9 是 “约束 函数 ”求解 问题 CP) ,就 是 求 出 
这 样 的 点 ,了 在 该 点 取得 相对 于 条 件 多 = 0 的 最 小 值 . 简化 问题 
“2) 的 主要 途径 是 简化 目标 函数 (有 时 亦 须 简化 约束 函数 ), 方 
法 是 选取 严格 单调 函数 下 ,以 Fn 替换 fF ;或 者 进行 自 变 世代 
换 . 

322 求 曲线 y= 二 + 与 + 十 > 十 2 二 0 之 间 的 最 得 距离 . 

解 ”由 解析 几何 知 ,点 (zy) 到 直线 zz 十》 十 2= 0 的 距 
离 = |z 十 3 十 21/ x 2 ,于 是 要 解 的 问题 为 

min|r 十 3 十 2 v2 ,y= 0. {3. 2. 1) 

易 见 (3.2, 1 的 解 (z,3y) 必 使 + 十 y 十 2 六 0, 帮 (3.2.1) 可 换 
成 ， 


minfr 十 yz 一 站 一 小 (3. 2. 2) 
令 工 二 工 十 yy 十 AC 一)) 联 立 上 一 0,1, 一 0,y 二 xz 解 出 x 
二 一 172,y 二 1/4, 于 是 d 二 7/4 vw 2 为 所 求 最 短 腊 离 . 
以 (3.2.2) 替换 (3.2.1) 的 好 处 在 于 避 开 了 不 可 微 函 数 | 
十 y 十 2|7/ ww 人. 念 此 ,你 能 解 以 下 问题， 
192 


323 “” 求 曲面 4z 一 3z2 一 24y 十 33 与 了 十 ?一 各 二 1 之 
间 的 最 短 距离 da 一 Y 2 /8). 
”324 ”在 椭 加 4a-x’ 二 6 光一 1 上 求 一 点 ,使 过 该 点 的 法 线 
与 原点 相距 最 远 . 
解 ”椭圆 过 点 (x,y) 的 法 线 为 
aiyR — brY — ryla’ — 8) = 0; 
原点 到 法 线 之 距离 4 一 1ryfez 一 BD)/ Vary 十 Bx |, 于 是 要 
解 
maxd a sr 十 y=1, £3. 2. 3) 
为 简 桩 (3,2.3) 令 = 二 TD 二 yy/63) 则 (a 一 /dd 一 
at-: 十 如 vw-!, 于 是 (3, 2.3) 可 代 之 以 简单 得 凶 的 问题 : 
mintaig Piy li) w+ v= 1. (3. 2. 4) 
由 (3. 2, 4) 解 得 = 一 at 十 及 刀 一 fa 十 站 ,于 是 所 求 的 点 为 
( 士 Vafta 十 本， 士 vo /a Fb)). 
325 ” 求 球 的 最 小 体积 外 切 正 圆锥 ， 
解 ”不妨 设 球 半径 一 1, 其 外 切 正 贺 锥 底 半 径 为 ,高 为 卢 . 
由 几何 关系 知 1 :rr 一 所 一 1 ; Yr 十 用, 圆锥 体积 VW = mr 也 /3， 
于 是 问题 归于 解 
minV rl = Ch 1)/ ww 二 天. 《3. 2.5》 
(3. 2.5) 中 的 约束 条 件 可 改写 成 r 十 21 :一 1, 而 T 一 
《372r7.7 2 (2D) 邻 业 二 rv 二 9871,(3.3.5) 简化 为 
maxswvust# 二 + v=1. (3. 2, 8) 
依据 “和 图 定时 彼此 相等 的 正 数 乘积 最 大 ”这 一 原理 { 见 题 
376),(3.2. 6) 的 解 为 上 一 上 一 1/2, 因 而 二 2 一 4 给 出 原 问 
题 的 解 . 
有 趣 的 是 ,问题 简化 的 结果 可 使 答案 自动 显现 而 无 需 计 算 ， 
许多 几何 圣人 问题 有 此 特点 
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326 在 az 十 522 十 如 吕 一 1 内 嵌入 最 大 体积 长 方 体 、 

解 设 艇 入 长 方 体 在 第 一 封 限 内 之 项 点 为 [x,y,z), 则 其 
体积 VY 二 8zys ,问题 归于 求解 

maxgryza zzz Tb iy ec :z=1 

因 下 一 8abec Ya TD ?yD sz 用 上 题 的 解法 得 出 (zy， 
2 一 (ar ww 3 vv 3,c ww 31). 

327 ”在 半球 翌 十 风 十 呈 委 1 和 0 内 嵌入 最 大 体积 长 方 
体 ( 在 第 一 封 限 大 的 顶点 为 (i/ 3 ,417 3 ,17 v3)). 

328 ” 求 周 长 一 定 面 积 最 大 的 三 角形 . 

解 设 三 角形 三 边 长 为 ccya 十 上 二 ce 一 25, 列 面积 3 一 
YG 一 a) 一 可 (s 一 ,应 求解 问题 为 

maxys， a 二 上 2 十 cc 二 25. (C3, 2.7} 

车 令 T= 二 ss 一 awy 二 $s 一 bz 二 $s 一 0 则 S?: 一 sxygyX 十 yy 十 之 
二 5, 于 是 (3.2.7) 简化 为 “maxzyz, 工 十 yy 十 z= 二 s*, 这 解 击 x 二 
3 一 2 如 a 二 5 二 cr; 因 此 所 求 为 正三 角形 . 

3.2.2 函数 性 质问 题 

设 要 判定 函数 tx) 是 否 具 性 质 卫 , 若 % 与 有 性 质 己 的 函数 
复合 时 保 存 性 质 己 , 则 可 用 gCFtz)) 替换 rr) 而 前 者 可 能 简 
单 得 多 . 涉及 单调 性 与 极 值 时 取 ?为 严格 增 函 数 ， 涉及 上 西 性 时 取 
多 为 凸 增 函 数 ， 

329 判定 了 x) 一 (arctgzxi/(l 一 07200< 之 x 之 1) 的 
单调 性 . 

解 ” 令 fT) 一 1/tgx (V2/7 < 之 之 20), 则 gp 严 格 单调 
增 ,g (lx) 一 (fr)) = x ?一 1 严格 单调 减 , 故 fCzx) 严格 单调 
城 . 

330 羯 定 f(z) = vinizr 十 3mniz 十 6nr 二 6/ vx Cr 
六 1) 的 单调 性 . 1 
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狂 示 :考虑 函数 Er 一 ez 十 3z 十 hr 十 6). 结论 : 
了 (x) 严格 单调 减 . 

331 ”研究 了 (x) 一 x Yzx 一 1 的 极 值 . 

解 。fCr) 与 g(x) 一 六 (x) 二 Xx?(x 一 1) 有 相同 的 极 值 点 . 
因 g' C0374) 一 0 之 g"(314),3/4 是 了 Cz) 的 级 小 点 . 

332 研究 (x) 一 10/in{3 十 sin'x) 的 极 值 . 

提示 :归于 考虑 sin 结论 :jz 以 nT 为 要 坟 丰 ,以 nA 十 
2 JK 为 板 小 点 省 二 0, 士 1, 士 2 

333 ”判定 Fr 一 in YL 一 smz70 十 sinx) (0 之 区 之 
z) 之 凸 性 . | 

解 已 知 smz 在 (0,z) 内 为 止 国 数 , 故 .六 xz) 为 三 函数 决定 
于 从 xz) =ln[C 二 xz) 一 2z]o<<<1) 为 凸 增 函数 ,这 由 
凶 (Cr 一 2 一 人 0 与 铬 cz) 一 2zA0 一 7 0 得 出 . 

334 ”判定 f(x) 二 arcsin[x/(1 十 Xx](z > Y3) 之 止 性 ， 

提示 :arcsinz 是 西 一 函数 ,TA 十 T(z > WwW3) 是 上 加油 
数 ， 

335 ”研究 了 (x) 一 sinixecosz 一 174 在 [0,;x] 上 的 零点 ， 

解 ” 令 1 = sin?xw pl) 二 2 一 科 , 则 x) = 二 vq) 一 
1/4,7(z) 一 0 过 >p() 一 1116, 用 微分 法 易 确 定 ,yt} 在 [0， 
3/4] 上 严格 增加 ,在 [374,1] 上 严格 减少 ,gp(3/4) 一 27/256 之 
1716, 而 穴 0) 二 扩 1) 一 0 于 是 Pt = 1116 有 两 个 根 , 从 而 
rz) 有 两 个 零点 . 

336 ”研究 了 (x) 二 1n[(1 十 sinz 十 cos2szyzfl 十 sinix}1| 的 
零点 . 

提示 :着 卡 g(i 一 (2 一 8)/(1 十 二 ), 结论 ;f(z) 有 穴 点 ; 
282 区 十 元 [22npf 十 3fA2 十 和 /3 一 0, 士 1, 士 2 
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3.2.3 其 它 问题 

337 设 了 Cr) 在 [Loss) 的 任何 有 限 子 区 间 上 有 界 ， 
limz [first 1 Fr = 证 明 ]imr "f(x) = (nt 
1). 

证 可 设 2 二 0( 否 则 以 zr) 一 Ze 人 Tyrn 十 了) 人 代 症 (7)， 
于 是 将 原 问 题 化 为 较 简 单 的 问题 :证 
flr) Fr) 


n 


和 AC 


ti 


lim 一 0, 

Ts 二 
念 有 (的 一 supz [ft Do AIG>0NMa) 0 
oo), 辐 定 5 六 0,Y x 计 训 存在 种 数 二 :2 各 一 1 之 5 工 1 于 


是 


一 站 一 lim 


人 二 


lm {A < 而 [ 苹 S >)1| 


Foe 了 一 


mil 


+t a/ /rk 1 
串 一 有 


< Hm (2) 一 区) ， 

由 此 得 出 所 要 证 (参照 题 276)， 

338 设 Ar) 在 (a:2) 内 两 次 可 微 ,e 后 (agecy 天 0 
证 明 :; 存 在 2 EE (asd) 1 使 fC) 二 [fry 一 f(r) (x, 
Ta). 

证 不妨 设 人 te) = 0,rC00 六 0, 大 网 以 (x) 一 让 x 
或 扩 Coz 一 了 (xz) 换 ix). 于 是 问题 简 尼 成 证 ; 

fl 0 ft ri EE ad) fn) = fxr). 

因 在 x = 二 < 邻近 产 (x) 疗 格 增加 , 故 在 x 一 左右 两 便 分 别 有 
六 CT) <0 与 万 (0 而 这 意味 zx 一 时 有 .六 xz) ic), 由 
此 容易 看 出 所 需 的 ,zy 存在 ， 

339 设 ap 冤 0 FE 0 S07 (or 
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0) ,gty) 是 f(x) 的 反 国 数 ,gC2) 有 意义 ,证 明 
| feed 十 | secondy Eap. {3, 2,8) 


证 ”不妨 设 c = oa) 守 4( 对 gg 他) 安 & 的 情况 可 类 似 证 
明 ), 因 f(z) 半 0 推 出 /A(x) 与 SCz)y 属 为 增 范 数 , 故 


| gvdy ee: [gcway 十 (Becyetlcy 


= [gdy + ab — ac. 
与 (3. 2.8) 对 照看 出 只 需 证 等 式 ， 
fondz t+ | gdy = afla). 
以 工 代 a ,这 就 将 证 不 等 式 (3. 2.8) 简化 为 证 等 式 
| fd 十 [sepay 一 工 F(z)， 


后 者 只 需 用 一 次 求 导 即 获 证 明 ( 人 参 者 8.2. 3). 

340 设 T 一 多 rr 人 Do | 所 9g 之 1, 证 明 {x,} 
收 笋 . 

证 ” 因 {z 收 笋 二 一 级 数 之 zi 一 避 ) 收 伍 ( 参 看 5.2)， 
故 可 将 问题 转化 为 证 三 ro+i 一 和 | 收 笋 .由 


{x 一 | _ PL, ) 一 er ) | 
| 本 区 ,1| | 一 1 | 


及 比值 法 , 知 所 村 结论 成 立 ， 


< 大 3 


3.3 管 化 记号 


你 可 能 不 玉 嘉 欢 数学 符号 ,许多 符号 在 你 眼中 的 陌生 面 芒 
大 福 使 你 性 惑 . 不 过 , 你 签 究 会 承认 ,今日 数学 之 辉煌 成 就 在 .- 
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党 程度 上 得 归功 于 它 的 特别 有 效 的 符号 体系 , 那些 实践 证 明 优 
点 突出 且 已 通用 的 记号 ,无论 如 何 值得 大 力 提 倡 ;它们 所 带 来 的 
简化 效果 如 何 显著 , 正 是 本 节 所 要 极力 说 明 的 . 

3, 3.1 求 和 号 与 求 积 号 

记号 之 yas 与 | Tu 不 只 是 一 种 缩写 ,而 且 是 对 通 项 as 的 一 
种 明确 表达 . 试 比较 3 一 1 一 4 二 7 一 与 S 一 人 (一 
DD"/C3n 十 1) 这 简 种 写法 ,前 者 远 不 如 后 者 那样 明确 展示 了 通 
项 的 规律 . 记号 > as 的 另 一 个 优点 是 一 些 运 算 形 式 上 简化 了 . 
重 如 , 求 Ga 十 … 十 如 )' 时 要 逐 项 微分 4 次 ,而 用 记号 之 Ym 则 
仿佛 只 须 微 分 一 次 , 对 加 法 > ,er 十 户 )54 有 有 类 他 效果 ， 

341 设 Zs 二 这) C2i 一 1)",Sn 二 >) ,证 明 人 Tn 一 


人 人 (一 Dd 网 245..4《 参 考题 133). 


证 了。 一 2 的 《一 1 (C22) 


1 一 ] 上 二 站 
-De 
和 反 kl” 二 


= 2 "| Ee 

利用 上 题 及 1. 6.1 中 的 结果 得 出 ， 

i= S253, 一 72 
Tas = Sw — 45% + 45, = nltdn? — 1)/3; 

1 = So 541 OO— 12S,.2 TT 89 = Dn — pe, 

342 求 8 二 1 十 者 十 二 (3n 一 2 一 《2?774 一 18n3 
一 98 十 42)74). 

343 求 ! 一 lm 一 2 一 Yz)G 一 光 z) (1 一 
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Yi). 
解 ” 令 1 一 z= 二 +, 则 
lni = > In lime 《1 一 1 一 2) = 一 nk =— lnnt, 
由 此 得 2 一 1/n1. 
344 Fr)= 纪 十 x 十 (Cl 十), 求 了 (x) 
解 ”利用 公式 万 (z) = 二 了 (x)[Inf(x)]: 
Rx 1 


Ff (CD = FL + 2 ~ fH) 2 Te 


345 设 x) = (2 十 sinzx) (2 十 sin27) (2 十 sinnz)", 
求 fF Cr) (= f(r) Dy krcoskzr(2 十 sin&r)7 1 

346 设 w 一 几 Vzi 二 十 式 ] ,了 两 次 可 微 , 求 hx 一 
ura 十 ars 二 

解 令 = (> 则 全 /ari 一 一 ra 一 
rT ss 天 (rr 一 rr 十 六 Cr 于 是 

Ai 一 fOr? — Cr Dx? 二 nf’ Cr)r-! 
= 二 + tn lr cr). 

3.3,2 9 记号 与 0 记号 

设 w,v 为 + 的 葬 数 ,着 x 一 4 时 w/v 一 0, 则 记 作 二 otv) (x 
一 4 车 z 一 4 时 ,zw 有 界 , 则 记 作 z 一 Co) .容易 验证 ofz) 十 
ou) = ou ou ov) 一 of 一 (rz A) = 有 十 
ot1) ,后 一 记号 表明 ,可 用 o 记 续 代 替 极 限 记号 ,而 这 就 可 能 简 
化 极限 算式 . 

347 求 i = lim[Y (x 十 GD) 十 如 一 六] 

解 令 z=1/ 则 当 工 一 so( 即 上 0) 时 


Vr 十 a12 区 十 dn) = 二 #1! dl 十 Gate 十 全 of 
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1 ta oj 
= ! 二 Tn 1 信 a, -| oc1), 
由 此 得 出 {二 ! >a. 
348 求 上 一 limnz [xz 十 Yr 一 1 一 (x 


解 ” 令 z= 二 1]/, 风 当下 吕 时 
zrt YE 一 
一 tsLG 十 v 了 于 丰 一 + wtl C2)"] 
二 £7?{[2 十 十 of 一 [2 一 与 十 oC:) 六 》 
e220 2" 2 or:)}} 
二 2" 二 000)， 
由 此 得 出 了 一 2 1!. 
利用 Taylor 公式 的 唯一 性 ,一 旦 得 出 
了 Cr)》 = da ) CT 0), 
你 就 能 斯 定 C0) = 说 a(0 入 ?这 0) ,以 下 两 题 是 应 用 这 一 原 
理 的 例子 . 
349 设 了 六 EE 0， lim[) 十 文 十 XJ 了 CX] 二 6 求 
FOOD TS 2). 
解 由 [L1 十 过 二 zxLFz 一 是 ofz 一 0) 有 
F(T) 二 工 十 二 十 oll) 
= xexp zlnte’ + ol))] 
一 et = wo ri CO— olx2), 
因此 fa = 2 十 ox 由 此 得 站 0) = (0) 二 0,7 (0) = 
4. 


仿 此 可 解 类 似 的 问题 ， 
119 


350 设 FE Clim[fgz 一 2z] 一 0, 求 1(0)(0<&i 
< 2). 

千 案 ;fC0) 一 1 六 (0 一 2 天 (0) 一 4 

车 a = 4 十 o0n- 仆 ,4 关 01 则 之 ya, 当 p > 1 时 收 合 ， 
当 p 所 1 时 发 散 ( 人 参考 2.7.1). 

351 设 a 二 [e 一 十 #77" 了, 猎 究 户 )a' 之 收 伍 性 

解 首先 估计 节 二 (1 十 


zx, = exp[nln| 1 十 二 | j= exp|1 一 下 十 6 二 | 
1 1 1 e | 1 i 
=e exp| 让 +ol) =。 癌 十 中 |) 
ee 上 1 ， 
于 是 4 一 4 一 2 总 | 十 中 坊 ，， 


因此 ,级 数 在 p 半 1 时 收 傅 ,p 过 1 时 发 散 ， 

3.3.3 向 最 记号 

一 个 nn 维 向 基 x 表 示 一 组 数 (x. ,zo1-… ;TX ,这 一 事实 已 家 
明 记 号 + 的 高 度 法 缩 性 ,车 加 上 向 量 运 算 的 记号 ,如 xX 十 yy 二 (2 
+ Yim yar YR Dy = Cy 
所 带 来 的 简化 更 加 显著 . 在 微 积分 党 的 几何 ,物理 应 用 中 ,向 量 
记号 龙 为 方便 . 以 下 约定 # 二 下 十 yj 十 zr 二 |r| 记 rr 的 长 度 . 

352 ” 求 半径 为 1 且 与 球面 x 十 x 十 x 二 1 正 交 的 球面 的 
中 心 之 胃 迹 . 

解 ” 任 取 一 个 这 样 的 球面 ,其 中 心 在 4, 它 与 单位 球面 交 
于 点 B. 令 a 二 0A,b 二 08, 则 

2 一 (《(g 一 8 十 到 ?一 (一 8 十 208 一 太吉 十 本 

一 1 十 0 十 1 一 2， 

这 表明 所 求 轨 和 迹 是 以 原点 为 心 ”2 为 半径 球面 . 

353 ” 设 占 是 光滑 曲线 FCxyy x) 二 0 上 一 点 ,使 48 是 点 
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4 至 曲面 之 最 短 距 离 . 证 明 AB 为 曲面 之 法 线 . 

证 ” 令 a 二 07, 则 B 二 (z,y,2) 是 问题 (参照 3.2.1) 

min(ttr 一 GO 一 下 (zsyyz) 一 0 
的 解 , 从 而 有 常数 4, 使 工 一 ta 一 站 十 和 满足 
0— dL(z,yz) = (2 BA 4TH) 。dr， 

这 推出 有 A 六 二 A 人 让)/2, 因 此 458 是 曲面 之 法 线 . 

注 ”公式 dr: 一 2r ,dr 可 与 di 一 2zdr 类 比 .其 次 注意 r 
“dr = rdqr， 


若 令 下 一 {P,Q@,RR}), 则 
| Pa 十 Gdy + Rax = | Fdr. 


在 某 些 情况 下 ,采用 右 端的 向 其 形式 更 便于 计算 . 

354 ” 设 平 面 力 下 指向 原点 ,| 户 | 与 + 成 正比 .质点 在 作用 
下 依 友 对 针 方 向 通过 四 分 之 一 椭圆 La ?zx 十 biy: 二 1(x.y 
空 0), 求 F 作 的 功 &&. 

解 。” 依 题 音 下 一 一 rk 为 正常 数 ,于 是 

一 :dr 一 一 rdr 一 一 下 Ea 
Q=— | Fdr=-#|r dr =| 
_ 所 ta Dy Cat By. 

355 设 力 了 指向 原点 ,IF| 与 作用 点 到 zy 平面 的 距离 成 
反比 ,质点 在 F 作用 下 沿 直 线 工 从 点 (a,b,c)te 关 0) 移 至 (2a， 
25,2c), 求 下 作 的 功 Q. 

解 。” 傅 题 音 有 已 一 一 让 /rz| 大 为 正常 数 ,rr 一 1A(] 所 [所 
2),4 一 :aoc}, 于 是 
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3. 3,4 ”微分 算 子 记号 六 
设 z, 了 P,Q@,R 是 (rz,y,z) 的 可 微 画 数 , 忆 = {P,Q,R}. 
Vau= {ut A :FF= P+ AQ, RR,, 
i jk 
a 马 入 
P aQ RR 
分 别 表示 梯度 . 散 度 与 旋 度 . 这 组 记号 的 奇妙 之 处 在 于 ,一 方面 ， 
具有 微分 运算 的 性 质 , 例 如 Leibniz 规则 ; 另 一 方面 : 它 基 有 向 
其 运算 的 特征 . 适当 地 运用 记号 YY ,可 司 革 些微 积分 计算 大 大 
简化 . 不 难 记 住 关 于 YY 的 以 下 公式 : 
WA = uv ot vu Vi) of (wu Vw; (3.3.1) 
eauF) = VerF tuv EF, 


上 这 FE 一 一 {RR TT 对 .三 Rt 一 并 


YX uF)= VxFiuv xF,; 《3. 3.2) 

VX Vea=0O Vv VXF) 0,VY.: Vu = iu; 
(C3. 3. 3) 

Vr=T,V r= Xr=0, (3. 3. 4) 


其 中 = {zy 2 一 | ,A = ts 十 ao + tye 
356 设 # 二 7 chr, 证 明 x = 
证 “利用 公式 (3. 3.1) 一 《3. 3.3) 
SEE 一 《rich Vr =r rshr — chryr; 
An= V(r Crshr— chr)} ri 3r trshr — chr) 
=r Crichr 一 3rshr 十 3ehr-) + 3r "irshr -- chr) 
一 richr 一 ww. 
作为 对 比 ,你 不 妨 直接 求 册 essawyar 以 解 上 题 . 如 果 你 对 
于 记号 Y 的 好 处 体会 还 不 够 充分 ,最 好 委 己 解决 以 下 两 题 ， 
357 设 二 1nr,; 证 明 Ax 二 1/r. 


113 


358 设 z#z 一 1 证 明和 “一 0. 
359 设 丰 一 站 十 foo 湛 足 人 一 和 一 0 证 明生 
= 人 {AWwW) 一人. 
证 “显然 只 项 证 人 rw) 二 0. 
(ri WwW 一 2 十 
一 2wpor 十 和 十 2 wm 十 只 和 np 
= ddr， wv 6v, 
于 是 只 要 证 人 Cr . Yu) = 0, 这 可 由 直接 计算 证 实 . 


3,4 中途 简 化 


解 题 之 初 所 作 的 简化 往往 影响 全 局 ,自然 十 分 重要 . 解 题 过 
程 中 还 可 能 出 现 一些 易 部 性 简化 的 机 会 , 亦 不 开 忽 视 , 能 随时 甩 
掉 一 些 包 被 ,你 会 更 加 轻松 快 嫌 ， 

3.4.1 极限 计算 中 的 简化 

基本 的 要 领 如 下 ， 

(iD 凡 能 算出 极限 的 项 或 因子 分 离 计算 之 ; 

(i) 岂可 用 更 为 简单 的 等 价 无 穷 小 蔡 换 的 因子 缘 替 换 之 ， 

tiii) 岂可 用 变量 代 换 化 简 者 缘 代 换 之 ， 

360 有 求 1 = lim(tl 二 ze, 


nl + we*) 
解 in = lim ] -- cosxr 
. x 
“无穷 小 蔡 换 ) = lim 一 一 一 一 一 
0 | CO— coszr 
， - . ea 
(ITL Hospital 法 } 二 lim 一 = 了， 
: 0 INT 
国 此 {=e 


361 求 limCz — l/rlnr(= 1). 
362 求 { = limxi/t V1 二 siInT -一 Yeosr) 


2 VT 4 zainz 
解 1 一 lim 王 (YL 十 23Inz 十 veosz) 
由 1 — zxsinz 一 cosz 
= lim 2 
zt] 二 TSiNnT ~ COST 
| . 4 4 
[… 于 1 一 
CL Hospital 法 } lim 2sinz 十 -cos 3° 


363 求 [ = limz 下 1 一 cosx wcos2 pr 

解 ” 搬 入 zz -一 cosx 十 eos 一) 后 得 分 和解; 

{= limr“ [1 一 cosy) | ceoszrfl — wces2r) 
十 cosr Yeos27(] 一 cos37z)] 一 limz“ (1 一 caosz) 
+ limz (Cl ~- Ycos2xr) 十 no 一 yeos3y) 
1 


三 也 十 访 2 cos2x) 十 一 了 lim 一 cbs3z) 
i 了 
一 了 十 1 十 一 3 


364 求 / = 二 lim shee VT Sn") 一 singr) 
(a,p > 0). 
解 ” 令 := sinx, 且 去 根 号 计算 ; 


C1 一 1 teYy: 
oi 
A CT el ny) 


tos 2(x 十 B+e 1 (ete — 1) 
(I. Hospital | 
Pi 


2 + DU 
( 约 去 公 一 
去 全 因子 ， lim (a 4 Br a 百 B 
(Lhospital 法 》 tim 2Ce 十 BO[C2a 十 POP 一 oz] 


rl EC 十 和 六) 天 1 一 和 (rr 一 局 Ja 51 


11s5 


2e 十 有 (za 十 有 一 aa 十 有 


af 十 本 eta 一 ap 
于 是 i = (a 十 有/ waf. 
365 求 ! = 二 limx [eos(sinz) 一 cosx]. 
z—[ 
解 令 r 一 sinzr, 日 以太 代 工 -1: 
i=limt ifeos 一 vv] 一 去) 
人 日 
(GL'Hospital 法 ) 二 lim 二 YL 一 sint 
dt VTP 


2— vl — risinr 


= lim 

和 4 
lim 上 一 sint | lim sint(t1 一 ww 一 经 ) 
ey 二 上 下 4F5 


2 a 24 8 

3.4.2 ”微分 计算 中 的 简化 

微分 计算 大 概 很 少 使 你 感到 为 难 , 因 通 常 (如 对 初等 函数 ) 这 总 是 
畅通 无 旭 的 . 然而 仍 有 一 些 要 领 , 倘 能 充分 体会 , 可 将 计算 过 程 安排 得 更 
为 合理 . 首先 , 超越 函数 lnzyarctgz 等 的 出 现 必 使 算式 变 得 复杂 , 应 尽 
可 能 通过 一 次 求 导 第 其 有 理化 . 其 次 ,如 求知 ,首先 应 将 y' 的 表达 式 化 
至 最 简 形状 . 

366 设 2y 一 二 (z 一 y)lnCzr 一 9) ,或 y' 

解 。 对 等 式 (2% 一 27z 一 vy) = 一 intz 一 y) 求 导 得 

C2y ry) (2y— XI y) 
= (ro y(t oy), 


t 一 + 此 Ty 一 3 kz 一 了 
由 批 解 册 >y ”一 二 (2x 一 y) ,进而 有 yy* 一 [Cr 
以 上 算法 的 特点 是 第 一 次 求 导 就 消去 了 ln Cz 一 y). 当然 亦 可 直接 
对 原 方程 求 导 得 出 :y' 二 [2 十 Inkz 一 y)1/[3 二 In(zx 一 y)] 
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只 是 还 得 以 lnkz 一 yy) 一 (2y 一 zz 一») 代入 
367 ” 设 v 于 干 史 一 expfarctg(Az)， 东 3 
解 首先 应 化 简 麻 方程 ;2-1in(z: 一 y) 一 arctgCy/z), 对 此 方 
程 两 边 求 导 能 一 次 有 理化 :z 十 yy' 一 zy 一 和 解 出 y 一 (x 十 
3707 一 35 进而 易 得 六 一 2 二 AT 一 2 
现在 你 自己 来 体验 一 下 . 
368 设 y 二 2xarctgCy/z), 求 y" (= 0). 
369 设 ? 二 Xtgy; 求 y". 
提示 ;注意 YY 一 arctgCy/zy.y" 二 2y(1 一 XT)(T: 二 yw) (xr 一 rz 
一 好) 
多 元 隐 沁 数 的 微分 计算 有 类 亿 特 点 
和 70 设 工 一 < 一 人 9 一 zlnfy 一 2z), 求 dz. 
解 ”类似 于 题 366 ,微分 等 式 (z 一 z)/(y 一 2z) 三 Int 一 <) 后 
解 出 不 售 In 59 一 2) 的 
dz = (x C—z) [zs 一 y)d 十 (十 ?一 2z)dy 
微分 上 式 并 代入 dz 后 得 dez 一 (一 2) Cy 一 2z)*Cdzr 一 dy)*. 
371 设 x 二 x 十 arctg[y/ (tz 一 TT) 小 或 zz 
解 ” 令 二 2 一 4+; 则 diw = 二 diw ,yw 二 arctgty/w), 首先 求 出 du 
一 (w/v)dy sv 一 十 y? 十 y, 进 而 算得 ， 
din = da/v}dy = vu (Cuda — udv}dy 
=vw [udy — ut{2udu + 2ydy + dy) Jdy 
= uu vo 222 — 20Yy — vd 
一 一 2u0 十 1 dy Yd yt 
=2tr—z)tyT Dr ee) yr e+ y] 
372 设 wYr? 十 yx 二 2z? 一 exp[arctg( wx 十 /2)], 求 dz. 


加 (z 一 rzdz + ydy) 
提示 ， 参照 题 367.dz 一 rz 二 7) MW 
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wd yi. 

3. 4.3 ”积分 计算 中 的 简化 

积 分 计算 无 疑 比 微分 计算 困难 .但 简化 的 途径 更 多 : 分离 出 易 计算 
的 项 ; 应 用 分 部 积分 与 变量 代 换 ; 利用 被 积 函 数 的 奇偶 性 与 周期 性 , 等 
等 :这 些 方法 反复 出 现 于 本 书 各 章节 ,此 处 仅 举凡 个 简 首 例子 . 

373 ” 求 工 一 | dz 


(2 二 aosr3 一 cos 


解 ”考虑 到 被 积 隙 数 有 明显 分 解 式 , 首先 求 


和 dx dz 
了 一 | 一 
0 好 -一 ODS 人 js 二 COST 
1 1 dr 
=- 门卫 1 loz = 2a de 
中 各 二 OS dU CO— COST| ja OBA 


mi 1 a ] 

dz dr 
=4a| i =4a| 5 2 
n a7 一 EDOs 人 0 人 2 一 十 ec 


2 太 
ar 
= _ _ ol ] 1 as， _- 
于 是 1 一 1 一 了 一 2z| 二 一 于 ,注意 以 上 演算 中 反复 利用 被 
PR 分 (大 考 4. 2)， 
374 求 | 【2 二 5 sinzy 同上 题 )， 


375 求 I =| Cro 2zre0se 1) iderto a A), 
-1 


1 1 
解 ”变换 | ,然后 与 | 合并 得 
让 2 二 1 | 
J Cr 41) — dricosia ™ 


re WE 
dz : : 
t= tg 一 2| 了 PE | qd 2 jr 
1 1 -cosasin 2r o 1 -cos asln 


de 1 . 1 AT 
tn = tgr? =| Bp ——Arctg (using)ri =.-,.., 
o 1 usin’e siNne 2 2sing 


1=2 
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3.5 善 用 忆 知 结论 


本 书 开头 “ 节 已 指明 , 任何 数学 计算 归根 结 底 是 将 算式 变换 到 足 
以 利用 已 知 结论 : 或 考 干脆 说 , 计算 不 过 是 由 己 知 推出 未 知 而 已 . 在 原则 
上 ,对 此 杷 必 你 不 致 怀 疑 , 然而 在 实践 中 , 你 可 能 经 常 从 已 知 结论 之 旁 盖 
然 走 过 而 无 所 察觉 , 以 至 错失 简化 的 机 会 . 确实 ,有 一 些 已 知 结论 不 太 招 
人 注意 ,本 节 正 是 要 唤起 你 对 这 关 结 论 的 足够 注意 . 

3. 5.1 极 值 铝 题 中 的 已 知 结 论 

首先 请 你 用 微分 法 解 一 个 简单 问题 . 

376 设 必 人 >06 所 :所 2 证明， 若 > ,mr 一 const, 则 仅 当 >， 
一 za 二 … 二 工时 [了 x; 还 到 最 大 ; 若 [ [zx; = 二 const, 则 仅 当 xz. 二 
zz 二 一 Zz 时 > ,zi 达到 最 小 

于 题 的 结论 已 如 此 广为人知 (大 杰 中 学 生 是 知道 的 ) , 以 至 完全 可 
以 作为 标准 结论 直接 引用 . 可 异 , 它 在 很 大 程度 上 被 忽略 . 不 仅 大 学 生 ， 
甚至 一 些 教材 或 参考 书 都 奇怪 地 极力 避免 直接 使 用 它 , 这 是 完全 不 台 理 
的 . 下 面 的 例题 将 说 明 , 直接 利用 题 376 将 会 带 来 多 大 的 简化 . 

377 ”分解 正 数 a 为 4 个 正 数 z(1 过 i 扫 中 之 积 ,使 Yix,! 最 
小 

解 ”这 相当 于 要 求 | x; : =a7! 时 >)z7 最 小 由 题 376 ,应 取 
T= Ya = Ya tl iS). 

仿 此 , 你 可 以 解 以 下 两 题 . 

378 分解 正 数 a 为 个 正 数 z.(0 所; 委 加 之 积 , 使 17( 记 汪 


0) 为 最 小 . tr, 一 V ai). 


379 分解 正 数 4 为 # 个 正 数 x+,(1 扫 ! 雪上 之 和 ,使 | [zf Cp 汪 
0) 最 天 .fm 二 afn) 


t= 
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380 ” 设 容 积 为 了 的 开口 长 方 体 容器 有 最 小 表面 积 ; 求 其 长 宽 高 
TY 

解 表面 各 一 zy 十 20zg 一 和) 而 太一 yz 一 二 1 
YTy "2xz，2yz, 于 是 直 楼 由 题 376 得 zy 一 2zz 一 23zy 从 而 一 
一 ax 一 SoV. 

381 床 为 6 高 为 的 二 角形 中 杠 入 面积 最 大 的 矩形 . 

解 《” 设 嵌入 矩形 边 长 为 ,yy, 则 了 /B 一 (中 一 27 下: 即 让 -十 
hy 二 1, 因此 SS 二 xy 一 PhCrABD) (yi 有) 最 最 大 的 条 件 是 zz/b 一 yi/h 
=1/2,Ex = 6/2 ,y= A/2. 

3. 5. 2 。 积分 计算 中 的 已 知 结论 

所 有 已 知 的 长 麻 、 面 积 与 体积 公式 都 可 以 作 积分 公式 使 用 ,例如 ， 


[ ds = 2xai C3.5. 1) 
| dzdy = rap; 《3. 5, 2) 
a i 
i dS = 47a’; C3.5. 3) 
2 
| - 
下 dxzqdyqzx 一 本 Xe ， 《3 43 


+ + si 


其 次 ,重心 公式 倒 过 来 用 时 就 是 积分 公式 : 


ji zdv=z 咱 de， (3,.5. 5) 
让 各 


《zy:) 是 了 之 重心 , 它 可 能 由 几何 考虑 确定 . 对 于 二 重 积分 或 曲面 积 
分 有 类 似 于 (3. 5. 5) 的 公式 . 至 于 定 积 分 ,本 -上 已 多 次 提 到 一 些 常用 的 
已 知 结论 (如 参看 1. 4) .你 大概 不 会 忽略 它们 的 使 用 价值 . 

382 ” 求 曲 线 世 十 十 xz 一 1, 十 yy 十 z 二 1 之 长 5. 

解 ”不 要 和 匆忙 地 积分 (你 试 坛 看 ,未 必 很 好 积 ) , 实际 上 ,这 是 一 个 
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周 , 只 需求 出 其 半径 ， 一 373, 立 得 5 一 2rr 一 2r V6 173 
383 求 7 二 I 二 ydxdy,D:ix: 十 和 区 十 
Dn 


解 ” 隔 是 阅 域 tz 一 2 六 十 Cy 一 2 1 起 27 1 其 面积 S 二 7/2， 
重心 (zy) 即 圆心 (172 ,172) ,因此 了 = Cr 十 5 =z?. 
仿 此 , 你 应 能 解 娄 似 的 三 维 问题 : 
384 设 VT 十 六 十 站 全 并 十 y +z, 求 用 (十 3 十 
有 


zx)dv(—3 v 3 x/4). 
385 求 [ 二 | 十 十 zdS Sr 十 十 2 二 2az. 
解 当即 球面 (z 一 2)? 十 ?十 zx: 二 a?, 上 其 面积 o = 二 4xa? ,重心 
《yy 一 《ae 0.0)， 于 是 
了 一 2a ||zas 一 2ac x = Bai, 

你 已 注意 到 以 上 各 本 的 解法 完全 不 用 到 积分 , 自然 , 这 仅 适 用 于 很 
特殊 的 情况 (被 积 函 数 为 线性 函数 ) ; 但 即使 对 更 复杂 的 积分 , 亦 可 考 虎 
部 分 地 应 用 公式 (3. 5. 1) 一 (3. 5. 5) 来 化 简 , 试 看 ， 

386 求 1 = | Fy)dady Di ts — 4) + er 


解 ”将 内 标 原点 移 至 (a ,0) ,得 
i= | Ctra ty ledy 


ty 

I Ler: + y:) 二 2ar + a ldxdy 
这 十 9 sa? 

一 | Cr? 十 32dazdy 十 0 十 Ga 。zra3 


I 
ta 


一 zx mdr -十 rat = 二 at 
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在 以 十 几 章 中 , 你 将 看 到 许多 例题 要 部 分 此 用 到 这 里 的 方法 . 

3. 5,3 “有关 级 数 的 已 知 结论 

关于 级 数 谭 开 与 求 各 的 许多 已 知 结论 已 多 次 接触 ( 估 看 1, 1 ,1. 2， 
1.4,1. 6 等 ) ,或 评 你 有 器 况 注 意 . 另 一 旋 面 , 关于 级 数 还 有 以 下 理论 结 
Ee: 

设 RR 一 lim|as/as | , 刚 埋 级 数 > Jaur" 在 (一 RR, 及 》 内 绝对 收 
雍 , 且 可 逐 项 微分 或 积分 佬 意 次 ,所 得 短 级 数 之 收 伊 半径 全 为 RR; 

若 f(z) 是 |z 一 2 | 所 及 内 的 解析 郑 数 , 则 级 数 之 ) "Cz1) (zx 
一 zn! 在 |z 一 zn| 过 及 内 收 化 于 (xz). 

这 些 结论 完全 是 标准 的 . 理应 随时 引用 ,然而 在 具体 场 台 仍然 容易 
被 黎 略 , 以 至 一 些 本 来 极为 简单 的 问题 被 复 茶 化 六 请 看 一 些 例子 

387 求 级 数 之 ，p22“zf1 一 2 之] 机 如 域 

解 “请 不 要 匆 亿 地 用 "比值 判 列 法 ”, 根本 用 不 着 ! 只 需 注 意 逢 级 
数 之 ， zy" 之 收敛 域 为 1y| <1( 事 实 上 ,了 07 一 (个 人 一 
170 一 yy 和) ,因此 原 级 数 的 收敛 域 为 14z(1 一 |] 过 1, 这 相当 于 
<|zr—12| < 2. 

有 鉴于 此 ,对 于 类 似 的 问题 你 就 清醒 了 . 

388 ” 求 级 数 > (22 一 1 5r0 | x) ”的 收 合 域 (x 实 一 
172). 

389 设 福 ,ea 下 人 黎 ,证 明 当 e 上 < 并 se 和 级 数 anlmz 站 人 敦 ， 

证 你 很 可 能 一 时 不 知 选 用 什么 收 刘 判 唱法 好 (试想 用 * 比特 法 ” 
或 “比较 法 ”开行 吗 ?)》 如 果 与 幕 级 数 联系 起 天 , 问题 就 显得 很 阔 单 : 
之 m 收 敏 意味 着 y 一 1 不 在 > ;asy” 的 收 分 区 间 之 外 ,因而 > asy 之 
收 敏 域 至 少 包含 一 1 二 y 去 1, 于 是 访 jarln"x 理 少 对 一 1 之 inzr 安 1 
收敛 ,这 正 是 所 要 证 ， 

390 ” 设 > av 收敛 ,研究 函数 Fr) = > a.e ”的 连续 性 与 
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可 复 性 . 

解 “有 上 题 的 经 验 , 你 容易 想到 用 关于 震级 数 的 现成 结论 : 令 
YC) 一 人 as, 则 .Az) 一 pe 一 ) 由 谊 ja, 收敛 知 > ,ao3 在 
jy| 过 1 内 收 伍 , 从 而 民 3) 在 |y| 之 1 内 无 限 次 可 微 ,因此 f(x) 在 x 
和 0 时 无 限 次 可 微 . 


3.6 ”放免 无 用 计算 


如 果 你 与 别人 和 司 癌 一 道 题 但 费 去 较 多 时 间 , 而 又 并 不 感到 动作 述 
缓 ,那么 不 妨 考虑 一 下 , 你 是 否 做 了 一 些 实际 上 根本 不 需要 做 的 事情 ?或 
许 正 是 因为 你 尾 时 间 白 白 耗费 在 “元 用 计算 ”. 上 , 才 使 你 落后 于 人 人. 避免 
无 用 计算 ,是 简化 解 题 过程 的 要 则 之 一 你 会 说 诺 己 总 不 至 于 癌 印 到 去 
干 一 些 纯 属 多 余 的 事 , 可 是 问题 在 于 , 即使 行家 有 时 也 难免 不 经 意 地 白 
于 一 番 , 要 恰到好处 , 实在 不 易 , 这 实际 上 牵涉 到 本 书 中 许多 其 它 方法 ， 
本 节 只 是 用 一 些 初步 的 例子 解释 避免 无 用 计算 的 好 处 . 

391 求 了 一 limrlnzln[ C2 十 siny 十 costz)yAl 一 sinz)y]， 

解 。 因 limzrlnz 一 D, 而 余下 部 分 有 界 , 故 能 断定 ! 一 0, 进 一 
比 的 计算 是 多 余 的 . 

392 设 fx) 二 xr 一 (x 一 100),; 求 了 00). 

解 首先 你 应 知道 ,对 任何 密 项 式 fx) 一 ao 十 ax 十 
‘1), 有 产 (0) 一 们 1 , 它 与 人 0 全 2 完全 无 关 . 在 本 
题 中 .Fr 二 ]001z 十 azz! 十 ,因此 (0) = 100!. 注意 这 里 
既 不 必 展 开 ztz 一 1)…Cxzx 一 100), 亦 不 必用 Leibniz 规则 . 

393 设 (XT) 一 x(x 十 1) (02x 十 1 lxwx? 十 1), 求 
I" C0)C— 2). 


394 设 f(z) 一 [tg 坚 一 1 Le 于 一 ?| .. 
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159 
|tg TE— ~ 100 | : 求 广 51)， 


8 4 
解 ” 令 flr 二 [ie 至 一 1jscz), 则 zG) 一 一 991 ,于 是 
疡 (1) = Tsec 王 ,gt1) 十 0 .gl1) = (1) 一 一 六 991 


上 题 中 计算 g (1) 是 和 多余 的 . 一 般 地 , 若 .Ar) 二 g(r)hCx)， 
网 产 (a) 二 g(ajh(a) -二 gla)h' (ea), 当 hta) 二 0 时 有 ff' (4) == 
8(43h' (ta) ,车 去 算出 g' (a), 则 是 无 用 计算 . 更 一 般 地 ,可 概括 出 
以 下 规则 : 若 要 计算 的 草包 可 稍为 尽 = 请 yaw;; 则 你 必须 敏锐 地 
注意 到 那些 使 w = 0 的 项 ,对 这 些 项 :mw 的 计算 是 多 余 的 . 现在 你 
去 试 做 几 例 加 以 体会 

395 设 7T) 一 sinxarctg[L1l 十 AL 十 和 让 , 求 户 (60 
和 /43 

396 ” 设 Fazy = raln(a 十 YX 十 于 3), 求 (0}( 二 
ln27》， 

397 设 中 一 zy 十 22arctgfz vy 十 1), 求 Q@ 二,(0,0) 
一 tO Ory tO 0), 

解 邻 wv==arctgCr/ Vy 十 1), 则 4 =xy 十 wv (0.0) 
一 2v(0,0) 二 00,0) 二 1, 于 是 外 二 1. 

注意 上 例 中 不 必 计 算 wpspw 等 ,也 不 必 写 出 如,; 的 表 
达 式 . 下 题 的 情况 是 类 似 的 . 

398 设 # 二 zientxz 十 yy 十 YT? 十 六 十 3);, 求 人 QQ = 
wi O00) — wt0 0 ut.0.0) C= 0)., 

399 设 zCz,y) 满足 方程 2x 二 2y* 十 x 十 8xrz 一 2 十 8 
一 0, 求 fryy) 的 极 值 点 . 

解 ”注意 在 极 值 点 dz 一 6. 微分 所 给 方程 得 : 
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4Cxrdzr 十 ydy) 十 《2z 十 8 一 1)dz 十 8zdz 一 0 
《3. 6. 1) 
置 dz 一 0 得 (人 z 十 2e)dz 十 3qy 一 0, 从 而 < 十 2z 一 一 05 这 与 
原 方程 一 起 得 出 稳定 点 (6/7,0),《 一 2,0). (3. 6. 1) 微分 一 次 后 
时 dz 一 6 得 
4Cdz? + dy 十 (2z 十 8z CO— ldiz = 0, (3. 6. 2) 
因此 diz = 4(dr? 十 dy 一 2z 一 8z), 可见 在 稳定 点 有 >。 一 
sir 二 4/(] 一 22 一 87) 二 4/(1 一 ?zx) (注意 已 有 十 2zx == 0)， 
zz 一 0, 于 是 zzy 一 巡 , 之 0, 因此 得 出 C6/7,0) 与 (一 2,0) 分 
别 为 极 大 秆 点 与 极 小 秆 点 . 
注意 上 题 无 需求 出 x,,z, ,z,, 等 的 一 般 表 达 式 ， 
400 设 = 一 zfzy) 满足 x 十 十 2 一 zxz 一 yx 十 2Cx 
十 yy 十 xz) 二 2, 求 z 的 极 值 (x 一 3 一 一 3 十 6 时 zm = 二 一 4 
十 2v6z 一 3 一 一 3 一 v 6 时 xm 一 一 4 一 2 YE). 
401 设 s>>0:ac 六 下 , 求 随 圆 zx 十 2273 十 cy 世 1 之 面 
积 5. 
解 。” 由 线性 代数 知 , 可 通过 正 交 变 换 化 二 次 型 ax? 十 2bxy 
十 cy 为 因 十 Ai, 其 中 心 是 红 降 人 一 | “的 将 征 什 因此 
椭圆 两 半 轴 为 1 VA 17 VK; 从 而 S=x/ Yhk, 因 det(X 一 4) 
三 率 一 ta 十 中 4 二 ear 一 新 , 芍 业 二 ac 一 疡 ,于 是 S 二 ax/ 
wac — BK. 
上 题 中 , 解 出 4,4 是 无 用 计算 . 


402 ” 求 上 题 中 椭圆 两 半 轴 平方 和 (= (a 十 ey/(ar 一 5)) 
403 设 . 六 rr) 一 aretgz: 求 .FoC0). 


解 ” 由 f(x) = fa 十 后) df 易 得 f(x) 一 > (一 
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1)"7r2rif2na 十 13)， 因 北大 2 一 个 六 TO) 一 【一 
1)" (2n) 1. 
对 于 上 题 ,尽管 可 求 出 "(x}( 参 考题 241) , 亿 并 无 必要 


3.7 合并 同类 计算 


如 果 待 计算 的 一 组 量 4 ,4:,，…:,4. 存 在 特殊 关系 ,那么 在 一 
定 条 件 下 可 将 其 计算 合并 在 一 个 算式 中 进行 ,从 而 简化 计算 过 
程 . 

3.7.1 利用 向 量 计算 

给 定 国 数 x(Czr,y:z), 设 要 求 wsuy,w. 在 某 些 情况 下 通过 计 
算 Vu 同时 得 到 ,wy,a: 有 其 方便 . 

404 设 # 二 17 vi 十 才干 寻求 起 aovas: 

解 令 r 一 1zyyzjor 一 |r|( 以 下 仿 此 )， 则 


| 1 了 r 
Vzx 一 又 | 二 | = 一 二 二 = 一 三， 

1 | rr 了 

由 此 得 六 一 一 zr, 二 一 yr 一 一 sr 


405 设 z 一 -十 虹 十 xs， 三 可 短 ，3 Hity st 一 
2xf tx 二 yy 十 2 ,wtts 类 此 ). 
406 设 # 二 Vx? 十 六 十 zitgCe/ vr 十 yi 十 2 ), 求 w， 


解 ”对 等 式 x = rtgta:/r) 两 边 求 梯度 : 
VA CVYr)tpgln /rr) + rsec i Cus /ry CA 
= Crir)tg Cw jr) 十 rseci we /ry(2ur Wu 一 Er ry, 
由 此 解 出 Wu 二 rlrsin2v 一 282237027r2eosamp 一 4 一 zjr. 于 
是 za 二 T(rsin2v 一 2u)/ (2rcosiv 一 dur) ,ww 仿 此 . 
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3.7.2 利用 矩阵 计算 

当 需要 解 线性 方程 组 时 ,可 采用 矩阵 算法 . 对 于 二 和 阶 答 阵 求 
道 , 记 住 以 下 公式 不 无 好 处 ; 
a 1! 1 :a 一 天 
cd ad—é | —e . 
407 设 z 二 He 4 一 SINY ,2 一 wv, 求 Ti 
解 。” 因 zy,,z, 等 易 算 蝇 , 故 首先 得 出 : 


一 zt。 一 are” 十 SINY} 


如 


下 一 x 二 NE 二 THCOSY 


站 1 人 sinvw 71] 于 
位 ‘laue” HCOSsY 下 
1 | 入 一 | 
We {cosv 一 Siny)i _ ger er” ,| 
UCOSY 一 SINY 1 vw 
一 - 4°1 。 
(a 《cosy 一 Sinv) ’ cost 一 sinv 人 记 转 时 ) 


408 设 一 人 十 TD 一 全 十 下 和 一 人 十 到 未 zzvfz。 
一 一 3xkpygy = Ia v2 Eo). 
409 设 了 二 zeosfora]yy = usin(tv/n) ,3 Hy Uy ye 


解 ” 令 ww = 二 vi/w, 利 用 Jacobi 矩阵 的 性 质 有 ; 


Ws Hy Xe Kw]! 
UV, Wy 


coOsre 十 Wwsinie ~ we] 


SN — UCOSTY COBTE 
| COST si ) 
[wcosrw 一 sintwe cosrw 十 nj 
410 设 z+=e' 十 wsinvyy 二 er 一 wcesos 求 yy yD 3U,; (Us 


= qu8iNnv yi =— GUCOSU TD = g(COsY 一 em 一 dfe" + sinv), 
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好 一 senfsimnu — Os) -pr #0). 

411 设立 一 站 十 oo 十 和 二 二 十 
e To, 

解 ”此 题 中 变 元 的 地 位 容易 泥 湛 , 己 全 微分 比较 可 洁 . 微分 
所 给 方程 得 


=— Hd — wv dr 


dy 一 一 22 du 一 2x :dv 
dz =- Su idin — do idv + Ped. 
应 消去 dx ,du ,上 故 用 以 下 演算 


dx 1 ne 0 
du | 一 |: — Dn 局 


一 ] 了 


一 二 dv 


2u dv 二 dy 


dz 3 C1 av dr ] 
| | 一 了 一 mw 
| 二 7 十 二 -一 高 | | 3u- dv 
由 此 得 dx 二 wiv tifa -wj(uver 一 3)dv 十 [3/2a) 十 
27ue” ]dy, 式 中 dv,dy 之 系数 即 要 求 的 x ;x，. 


3.7.3 ”利用 复数 计算 

在 1. 2.6 中 你 已 尝 到 使 用 复数 的 好 处 . 实际 上 ,一 个 复数 
二 4 十 jv 包含 一 对 实数 4,v, 这 一 束 实 云 身 就 足以 启示 你 去 利用 
ww 同时 计算 ws%. 当然 ,要 使 施 于 吧 的 溃 算 能 顺利 完成 ,w 与 "之 问 
应 有 某 种 关联 ,以 便利 用 Euler 公式 一 类 的 结果 . 因此 下 面 的 例题 
都 与 三 角 明 数 有 关 . 

412 和 将 sinnzx,cosnxtn 室 1) 并 为 sinrycost 的 多 项 式 ( 与 
题 33 对 照 ). 

解 甘 键 在 于 注意 到 conanz 十 isinnz 一 ee ,而 
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er 一 《en 二 《cos 十 18inx)" 
上 
- > 


直 二 站 


COB" 一 《St 区 


扩 
COS™ HxSINn 


COB" Stlrsins lr, 


了 提 
7 {1 
io 1) op] 
其 中 下 二 [zj2j, 工 = 二 [Gx 十 1)/2]. 因此 


下 六 
COSNRT = 安生 | 2 


三 站 


sinaw 一 六 (一 Dl ] 


下 


413 求 & 一 ycoskzr,y 一 Dy singz., 
解 由 ww 一 wx 十 和 = SYe* 得 


CGS 一 2 Si 从 


CDS ”各 二 1 下 Si 人 全 各。 


] 一 eitnt 1 《1 er "tie] — ey 
TT I 2t1 — cosx) ” 
. 共 十 1 ke .A 二 1 ,nr 
si DS -oe S11 Sl 一 一 
故 4 2 2 yo 2 2 
sin 之 : sin 和 
用 2 


推广 上 题 的 解 沙 , 可 解 某 些 余弦 级 数 与 正弦 级 数 的 求 和 问 
题 ， 若 要 求 ja, COSHE 与 Da; sinztz， 则 只 需求 出 (zz) 一 
Da sr 煞 后 念 zx 一 6 

414 求 # 一 5 《一 1 一 1) Cosnzrv = > (— 


"tn 一 1) -lisinnz. 


解 言 先 完成 以 下 苔 级 燥 求 和 ， 
S307) 一 > HY 一 
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2 nli n—1 
宅 on 这 1 oc 1 2 
2 , 1) 如 2 1) hn 
,1i,_ 1i 1 之 
一 到 | 二 ,Int | zx) 二 4 
代 由 z= 二 ,并 注意 ijntre) 二 nr 十 油 , 有 
# 十 iv 二 (er e nt 十 6 3 je" 
= isinzln | 2cos ce 1 er 
一 Sin 人 | | 2eos 3 | | 这 | -一 5 4 e 
1 上 
二 1 COsz TS1m - 二 sir 
一 t 一 六 i r 
故 得 zx 5 下 5 yu sinzln| ?ceos 3 | rm |z| 
< TT, 
415 求 = > COSNnT ,如 2 De 


0 nl ot 
答案 ， = ecos(sinz),v = esin(sinzr). 


最 后 ,考虑 积分 
| rmerdz 一 [Feryeoszdz 十 feysinzdz, 
416 求 1 = Jicoszdz 一 rsinzdz 
解 “用 分 部 积分 得 出 
ed = Cizr: 十 27 十 2iYe” 十 忆 ， 


于 是 了 一 2xcosz 十 (x 一 2)sinz 十 Ci 二 ?xsinz 十 (2 一 
Tcosz + CC,. : 


3.8 变量 荐 换 


你 在 解 题 时 曾 得 益 于 变量 蔡 换 吗 ?在 简化 演算 的 多 冲 方 法 之 
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中 ,很 少 有 哪 一 种 如 变 基 替换 一 样 简 单 . 常 用 且 有 效 的 了 .一 些 典 
型 的 变量 蔡 换 ,如 积分 计算 中 揭 三 角 代 换 、 极 坐标 代 搞 , 解 徽 分 方 
程 的 某 些 常用 代 换 .已 经 充分 标准 化 ,因而 无 需 客 少 技 巧 即 能 运 
用 自如 ,至 于 邦 些 散 见于 各 种 问题 中 的 特殊 代 找 , 则 并 未 规范 收 
且 频 需 技巧 ,通常 易 被 忽略 ,因此 本 节 特 别 加 以 强调 . 
3. 8. 1 朴 要 计算 中 的 变量 替换 
基本 的 原理 是 ， 
limgl gz)) = limgtt), C3, 8. 17 
其 中 g(r) 满足 gx) 一 5Cxr 一 a), (3. 8,1) 式 右边 极限 例 易 计算 ， 
代 换 上 一 Stz) 的 效果 就 意 好 . 对 于 一 待 求 的 极限 limfCx) ,应 如 此 
选 定 2,8 ,使 得 x) = plg (7)) ,Pp 是 较 好 的 函数 ,如 有 理 函 数 . 
417 求 := limC Veosz 一 Heosr) /siniz. 
解 今 1 二 Yeosz, 刚 sin?*x = 二 1 一 加 ,于 是 
1 
‘= limi lm = 
418 求 1 二 lim[(1 十 er J/2 or， 
解 令 1 二 ,县 取 对 数 ， 


十 zt 1 
in 


lnf = lim 


一 1 一 2 
十 1 1， wi 


i 1 


= lim 


2 中 = 
sl 2 2 2° 
因此 “一 ve. 
以 上 解法 中 用 了 两 次 代 换 ,合并 起 来 就 是 zx 一 e 一 1. 当然 一 
开始 就 可 用 此 代 换 ,但 从 使 于 观察 的 角度 看 , 分 两 次 进行 更 自然 
些 ， 
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下 面 由 你 解 几 个 类 似 的 问题 . 
419 ”或 上 一 limnfl — ctgir)/(t2 一 etgr — ctglr). (i 一 
2 
374). 
420 求 ! 一 limfggyefz oe Yehr)Tilnehr fm yn). 
上 一 站 
提示 :从 二 人 chr 二 jan — pi). 
421 汞 了 一 lim(2 一 了 ee 
提示 : 念 工 一 上 一 上 一 er’™ 
422 求 ! im[ De tn 1 
0 


解 $+ /0 十 <) ,并 取 对 数 ， 


lni = lim! 2 -ntg2e' 一 1) 
0 下 一 起 
2(E 一 1) 
一 lim tC -一 站 2 
于 是 “了 一 2 


3. 8.2 微分 计算 中 的 变量 替换 

若 .Fr) 一 8g) ,网 户 (2) 二 Gu 3 和 A 人 “ 中 间 变 二 ”x 可 
能 化 简 表 达 式 或 避免 重复 计算 . 有 些 中 间 变 量 的 用 法 是 标准 的 ， 
如 7 二 Yi 十 (或 7 一 YT 二 十 2) ,6 二 arctg(y/z) 这些 
用 法 你 在 本 书 多 有 所 见 ;更 多 的 用 法 则 依 具 体 情 帝 而 定 , 不 那么 
规范 ,下面 通 过 两 个 例子 加 以 说 明 . 

423 设 z 二 (x? 一 ytg(e/ vr 一 y), 求 2, ,2,. 

解 仿 g= vr y= 刚 z 一 2atgyyaca 一 qd 
— ydy, 


dz 一 2udutgv + Cudz 一 zdan)seciv, 
时 此 解 出 dz 并 代入 wdw 一 xdzx 一 ydy; 得 


2 ot 
dz 一 DUTtRY 一 之 8EC Vda 一 {gm 二 一 Crd 


ydy), 


WH 一 Sec ni (es 
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了 Xz 一 一 六) 


立 -， 一 1 一 
. ft wo) 
是 3 二 三 
UK2H” 一 中 一 多 
,一 i 
? 2 一 一 人 


424 ” 设 4 二 arcsinfzA vz’ 十) yy 求 A 二 dy 二 册 yy: 
解 人 Sr vr v= Tsing = wr, 
二 yf/r = vT 二 外 出 
1 全 2 


vv “ri "Wr -+ 
类 所 好 有 ,二 一 xirinw 一 229fn ,于 是 Au 二 0, 

3.8.3 级 数 问 题 中 的 变量 蔡 换 

对 一 函数 级 数 进行 变量 等 换 的 目的 是 使 其 呈现 出 最 简单 的 
面 角 5 最 好 变 为 磊 绷 数 ) ,从 而 便于 研究 其 性 质 ( 如 收 化 性 ,和 函数 
的 分 析 性 质 等 ) ,或 解决 展开 与 求 和 河 题 . 在 3. 5. 3 中 实际 上 已 考 
起 了 变量 替换 ,现在 再 举 几 个 例子 ， 

425 。 求 级 数 了 (一 1)"C2n 一 1)7127 "exp[2n(1 一 x*)] 的 
收 和 敛 域 . 

和 解 ” 令 yy 二 2.1exp[2(1 一 z2)], 将 原 级 数 简化 为 (~- 
17"(2n 一 1) iy", 易 见 此 级 数 之 收敛 域 为 一 ] <7 扫 1, 换 成 原 恋 
基 就 是 |xl 守 和 一 ln w 2 

426 求 SCx) 一 yr 2" ns 

解 ” 令 y= 2701 二 x:) ,由 

SC = DY ny = yO YY 
yO oy = yy) 
= 2(01 + I — zd) zr) > 1). 
427 展开 A(z) 二 ?为 x/ V1 十 的 竹 级 数 . 
解 ” 令 1 二 x/ vl 十 xz; 则 


Hs 


和 
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下 we | x 1 2 
Ix) = Zu 一 > | 并 守 到 | CIx| < ee) 
428 展开 (x) 一 (2 -一 了 -为 C1 一 工 )ZC1 十 ) 的 震级 
数 CFGzr) = 全 人 (一 Dr3[GL /A 士 z] 了 172 < 扫 工 所 2)， 


3.9 延 兴 代入 原则 


本 节 标 题 乍 看 之 下 有 毕 不 知 所 云 , 且 让 你 看 过 有 具 体 例子 之 后 
再 作 解 释 . 

3.9.1 微分 学 问题 

429 设 z 二 (x 十 ])ynty? 十 YI 十 于 十 1), 求 A 一 
(grTyy 一 ay)| to.oh， 

解 ” 令 x 二 inty 十 Wz 十 十 1), 则 z= (7x7 十 1) yw,2, 
= (Cr yu e000) = 00) 2010) = ZH,(0, 
0) 一 0 于 是 4 一 一 好 [5007 二 一 起 (0,0) 一 一 174， 

上 题 中 ,Im( 吕 十 YX 十 六 十 1) 这 个 较 长 的 式 子 必 然 使 算 
式 繁 元 ,因此 代 之 以 中 间 变 元 4. 演算 过 程 中 出 现 的 # ,xw, 不 应 急 
于 写 出 具体 表达 式 5 即 上 所谓 延 迟 代 之 )， 以 免 多 余 的 计算 . 一 般 说 
来 , 演算 这 程 中 多 次 或 多 处 出 现 的 式 子 应 代 之 雇 中 间 变 元 ; 且 必 
到 适当 的 时 蛋 才 以 具体 表达 式 代 入 . 那些 可 能 被 消去 或 约 掉 的 中 
间 变 元 更 不 宜 代 入 具体 表达 式 . 现在 你 就 来 解 一 个 类 似 于 题 429 
的 问题 以 加 深 圩 会 ， 

430 设 z 一 zyfzy 一 1)arctgfz2syfzz 十 1 , 求 (2, 2), 
一 2 |on {= 0). 

431 设 PECIz 二 Cervosye siny) ,或 Az 一 2, Ty 


解 ” 令 = eicosyst 二 esiny ;sy 则 zy = Ws 十 物 Uy， 
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Car 一 肌 . 有 十 2 多 zs 十 各 et 汗 多 Ees 十 罗 er 
对 z,, 有 类 似 表 达 式 {不 必 写 出 ), 合 起 来 得 到 ， 
Az = Rat 十 5) 十 2 (tzvz 十 yy) 
二 Ev 十 RA 二 A (3.9.1) 
注意 至 此 尚未 代入 u,v 等 的 具体 表达 式 , 算出 
Hy = ECOSY = Vyrtty = — eRiNny 一 一 区 
据 此 得 到 wi 十 ww 二 vi 十 二 Ev 十 WU 一 04 二 Av 二 
0 ,以 此 代入 53.9. 了 得 Az 二 e**( 十 9,). 
432 设 PECz= grr? yr :r= v2 十 yi, 求 Az. 
提示 ;仿照 上 题 ,Az 一 {区 | 十 总). 
433 设 gECIPer 一 azrcy— bz) = 0, 求 gz,,. 
解 令 W= 二 cx 一 az,v 二 cy 一 2. 从 Gu 十 Rts 二 0 易 解 
出 二 一 c/w, 一 a 十 6%( 引 和 ww 是 重要 的 一 步 !1). 由 ec !z,， 
= [CR),% 一 wjJ/ew? 得 
Cvs = wut — Pd) 一 Wap 十 aft 
十 bpd 十 ER) 
= (wp — AR — ERP, Cw 
app — RR UV 
一 ORs 一 RP) 一 azs) 
十 F(R — BRR),. 
以 zz 二 c/w 代入 整理 后 得 
zar 一 be rw (RP CO— NR) 
二 ERR, RR 4 — AR 
434 设 FEC ,z= I(T) 以 T 二 avy 二 一 不 )/2 变 
换 zi 十 =?， 
解 ”无 需 用 到 zz,y 与 wm 间 的 有 具体 关系 得 出 :; 


zi 十 2 一 《gt wy, 

Si 二 2 

十 Hwy) 二 £2 十 wy. 《3. 9. 2) 
对 等 式 节 一 22 一 ri 一 vw 甘于 工 求 导 , 得 ,十 二 ns 
一 zt 二 人 ,由 此 解 出 tr 一 一 mw 一 DA 十 v3). 类 似 地 可 很 vw, 一 
# 一 Et 十 z). 代入 (3.9.2) 得 澡 十 中 一 (和 十 二 ACE 十 


Tw ), 


在 上 和 例 中 ,不 应 急于 代入 ,uw, 等 基于 同一 考虑 ,你 可 以 解 
下 题 ， 

435 设 多 ECg 一 Hz 以 了 一 reosgy 一 rsin2 变 换 
妇 十 2 一 二 十 站 

3.9.2 ”积分 学 问题 

436 ” 求 曲 线 空 十 风 十 环 一 晤 ，Y 十 charcetg(Cyy/r) 一 
4 上 从 (Ca;050) 到 (Crovynyso) 的 … 段 工 之 长 2 站 

解 ”要 求 者 * 一 | ds. 用 柱 面 坐标 (r ,9,2) ,曲线 方程 化 为 
十 二 reh# 二 a, 有 由 此 得 rdr 十 zdz 一 0ehoqr 十 rshdd# 一 
0, 其 次 dz? 十 dy = rd 多 十 dr?, 于 是 

ds* 一 rid 十 dri 十 dz: = Cethid 1dri + dx! 
= [Letheg 十 12 十 1) jds’ = 2 


三 人 人 全 


dz, 


$= ‘zal -一 = 2 arcsin 局 
1 WA f 
注意 上 题 中 变 元 ",2 最 歼 被 消去 ,因此 无 需 写 出 它们 与 = 的 
明显 关系 ， 
437 ” 求 曲线 x 一 站 二 czCc 祈 0,y/T 一 (31e) 上 从 诛 点 


xy You) Co > 0 的 一 段 之 长 3 
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， 1 0 ~ c 
解 仿 一 号" 一 到 站 + 二 


(2 十 3c}). 


438 ” 求 球 带 十 于 十 2 一 (g/d 委 z 这 qa/2) 之 面积 a. 
解 以 S 记 所 给 曲面 块 ， 则 o 二 jias, 因 ds = 
3 


a1lzl :dxdy( 请 熟 记 此 式 !) , 故 5 = |[ax-:dzdy,D 是 5S 在 xy 平 


面 上 的 投影 . 为 算 此 积分 ,不 应 急于 代入 = ve 一 一 (你 
必 不 喜欢 根 式 ). 用 柱 面 坐 标 有 + 十 2! 一 4,rdr 十 zds 一 ojdzdy 
一 rdrd# 一 一 zdzd8, 于 县 


i ma? 
一 -一 2ra| dz -= ma 
而 2 


EA 


注意 ,保留 x 的 结果 使 积分 自动 得 出 ! 

439 求 1 二 有 (x 二 六 十 wr)d5,8 是 x: 十 六 十 zx? 一 2az 
的 上 半 部 分 . 

解 首先 注意 工 一 Deas 二 atz 一 49)-'dxrdy. 不 去 代入 
z 一 4 一 Yor 一 Zz? 一 总 ,而 是 作 以 下 分 解 ; 


-ae — a)ds + 


一 24* | dzdy 十 2a2 ，2raz 一 frat, 
ya 
注意 上 述 算 法 实际 上 免 江 了 积分 ! 
440 求 1 = | 十 zx)d5S,5 是 x7 十 玉 二 z= 二 1 上 以 (1， 
上 
0,0), (0 1;0) 与 (1/ 2 ,0,1/ vw 2) 为 顶点 的 球面 三 角形 . 
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解 ” 因 dS = x-'dzxdy 一 dydey 夏 
了 一 | zdydz 十 由 xxzdy 一 了 十 了 


DD 分别 为 5S 在 yx 平 玉 与 xy 平 面 上 之 投影 , 现在 不 应 急于 计 
算 T1122;, 因 2), 称 至 TY 平面 上 恰 与 DD, 拼 成 D1: 十 ~ < ] 1 


3? 芝 0 故 了 一 | vO— zo ytdrdy 一 于 /6， 
证 


441 设 如 村 2 十 nr 一 O00 x0) = 二 a,r' (0) 
一 5 求 了 一 | xa. 
解 ”由 微分 方程 知识 有 x 一 ae* 十 Be* ,A,p 是 7 十 2512 十 
并 一 0 的 两 负 根 ,因此 (2) = xf (co) = 0， 
T= a:| [ze C1) 十 omar’ C9 dz. 
= nr 0) + mrt0) | = nn 8 2ma). 
注意 计算 积分 时 不 必 代 入 x(1) 的 表达 式 . 


3.10 避 用 分 式 


你 多半 不 喜欢 在 演算 中 出 现 分 式 . 首先 ,在 书写 时 分 式 占据 
更 大 的 空间 : 其 次 , 对 于 分 式 的 各 种 演算 通常 更 麻烦 , 如 求 
du/v) 就 是 如 此 . 显然 ,完全 排除 分 式 并 不 现实 . 不 过 , 只 要 有 变 
通 办 法 ,就 应 避 用 分 式 . 这 样 做 的 方法 很 多 ,其 中 一 些 方 法 将 在 下 
面 例题 中 示 明 ， 

442 设 > 一 了 /At 一 内 EC 牙 > 

解 ” 令 二 /jiu 一 一 yy ; 则 zf = 对 此 等 式 相 继 微 
分 两 次 后 得 <, 十 2xz7' 二 1。 

gzf + (drs 22) 7 |- trirfr = 0. 
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由 以 上 两 式 消去 z, 后 得 = 二 (8r:zf' ?一 6zf' 一 4 六 . 
若 /一 g/h, 则 fr 的 符号 决定 于 8'h 一 gh', 在 涉及 单调 性 
的 问题 中 应 注意 这 一 点 ， 
443 ”研究 了 (Cx) 一 zl 十 如) 的 单调 性 与 极 值 . 
解 ”首先 算出 
《1 十 节 2 关 (rr 一 1 十 于 一 区 2 一 1 一 ， 
由 此 看 出 , 当 |zx| <1 时 户 ( 人 zy >>0 当 |z|>1 时 户 (r) 之 0; 
产 ( 士 1 一 0. 因 此 Fr 在 |zl<1 时 严格 增 , 在 1zl 全 1 时 严 
格 碱 , 产 一 1) = 一 1/2 与 了 (1) = 1/2 分 别 为 极 小 值 与 极 大 值 . 
建议 你 用 同 -模式 解 下 题 . 
444 ”研究 了 (zx) 二 x3(1 十 -2 的 单调 性 与 极 值 ， 
结论 :f(z) 在 |z| < 二 3 内 严格 增 ,|x| 之 vw 3 时 严格 减 ， 
太一 ww 3 与 作 V3) 分 别 为 极 小 值 与 极 大 值 . 
不 等 式 证 明 问 题 一 般 宜 避 开 分 式 ， 
445 证 明 (z? 十 zx)/ ee 一 1)<172(0z > 0). 
证 ” 国 扩 人 16z>0), 帮 可 化 要 证 不 等 式 为 ， 
FE 一 6 一 1 一 2 一 2rD0Oz 0). 
由 产 (2) = de 一 4 疡 0(x 0) 及 AC0) 六 (0) 二 0 即 得 所 要 让 
{参考 7. 2. 1)， 
一 般 地 ,车 5 半 0, 则 可 用 旋 Pw 替 换 wj/v > 不 过 .也 本 可 
一 概 而 论 (参看 题 773). 
446 ”证 明 xsinx/(1 一 coszy 站 1f0 < 了 工 所 次 /723. 


取 对 数 是 去 氛 分 式 的 常用 方法 ,如 下 题 . 
| ry) 
447 设 # 二 元 exp| a 上 & 六 证 明志 二 


A 


证 ” 先 取 对 数 然后 求 导 得 ; 
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jna 一 一 lnf2a 本 一 ly Cr 二 2 ， 


2 4 
| 人 二 各] Cr -及 
“a 
十 是 at ， 一 一 去 fx 十 《xz — bu,l 


一 并 E A 2 |= fie 


2f 2ai1 
你 用 取 对 数 的 方法 解 下 题 ， 
448 设 # 二 (ye 十 DD/ YY 十 亚 ) 求 认 r 
1 ye 六 
管 案 : w= 十 二 3 二 3 


I 


和 de 1 本 Fz) 

将 洲 用 分 式 的 思想 展开 来 ,启示 量 更 一 般 的 想法 ;“ 逆 运算” 
通常 要 困难 些 . 应 尽 可 能 代 之 以 “ 正 运 算 ”, 如 用 莱 方 代 开 方 , 以 微 
分 代 积 分 ,等 等 . 

449 证 明 % < 之 e Ynl tn 让 1). 

证 “” 先 将 不 等 式 化 为 加 之 e'n1, 然 后 用 归纳 法 ， 而 这 内需 
证 (参看 2.4. Da*Gn 十 1)"7!1 之 etn 十 1}， 这 归于 熟知 的 不 等 式 
(1 十 nm "之 el 看 古 769). 

下 面 是 以 微分 代 积分 的 例子 - 

450 设 fE Cra, 杂 ,证 明 3 4 € Cab): | f(rjdr = 
JE 二 一 a). 


证 令 FCz) 一 | epd ,由 要 证 等 式 化 为 :EC — Fa) 
二 A' (6)(2 一 4), 这 情 是 Lagrange 中 值 定理 的 结论 . 
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第 四 章 。 对 称 性 原则 


在 艺术 的 各 种 要 素 中 ,大 概 再 没有 比 对 称 性 更 重要 的 了 . 自 
然 ,“ 解 题 的 艺术 ”这 一 课题 不 能 不 考虑 对 称 性 . 实际 上 , 当 你 使 
用 (a 十 让 ?二 a 十 2a8 十 如 这 样 的 初等 公式 时 ;就 已 经 注意 到 
对 称 注 了 . 然而 ,你 能 系统 地 .充分 地 、 有 效 地 运用 对 称 注 皖 则 
吗 ? 本 章 正 是 要 帮助 你 作 到 这 一 点 , 许多 问题 初 看 起 来 似乎 不 易 
解决 ,但 一 旦 恰当 地 利用 了 某 种 对 称 性 ,就 会 易 如 反 测 . 

关于 对 称 性 的 最 一 般 的 描述 不 是 一 件 简单 的 事 , 下 面 只 概 
述 最 必要 的 术语 . 称 /zz，z) 为 对 称 ( 反 对 称 ) 函数 , 若 
任意 变换 两 变 元 zx;,xj 后 函数 不 变 ( 改 变 符 号 ] ,说 一 空间 图 形 安 
关于 ry,z 对 称 , 若 当 (z,yz) E GG 时 (x;y,?) 的 任意 重 排 tu， 
vr) 所 C. 对 称 图 形 通 常 由 对 称 医 数 表述 的 方程 满 述 . 


4.1 缴 分 学 问题 


车 tx) 三 wy) 则 xz) 一 ar) 可见 一 旦 求 
出 zx，* 即 可 直接 写 出 加. 一 般 地 , 若 xfkzi yz) 是 对 称 郴 数 , 则 
只 讲求 出 /ari* 即 可 写 出 任何 刺 /ar 人 2 这 1 妆 4). 以 上 事实 对 
于 解 题 能 带 来 多 大 简化 呢 ? 且 看 下 面 的 例题 . 

451 设 # = 二 xy Yi 十 时 , 求 六 站 一 as 十 or 

解 ” 令 7 二 VTi 十 总 ; 则 二 xz/ryra 一 z ,微分 两 次 ， 


Ws 一 一 人 
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由 对 称 性 , 可 直接 写 出 xs = 38(yr 一 rm, 于 是 和 xs 三 一 
tr 一 一 3 十 9) 

452 。 设 芭 二 wr? 十 ysin(1/ ww 十 灵 ) 求人 

解 Arxz 二 (sinr 1 一 rcosr sr 一 WA 

453 设 z 一 zz 十 3 十 zi 十 虹 十 和 好) 来 和 so 十 
By 十 Hs 

解 ” 只 需求 出 志 ; 二 让 十 4 站 十 4 六 十 2zr 广 , 鳅 二 有 : 

An 一 3 十 4z 十 十 六 4 十 凡 十 Fa 十 6F 

454 设 关 一 3 一 所: 求人 zz 一 zy 十 芝 o 

解 ” 因 zx 一 3xyz 美 于 x,y 对 称 , 故 <4zry) 是 对 称 国 数 ， 
直接 算出 .二 和 (xz 一 zy) 一 27yasAzy 一 xs 由 北 可 吉 
接 写 出 入 z 二 2zryzfz 十 yry 一 于)3， 

让 你 解 类 似 的 问题 ， 

455 设 十 y 十 z 一 lnfzyAsjfzryyz 六 0),; 求 八 z, 
C= {zxz[xr yryCry— ry) Cl+e) (re 
二 yr yl) 3), 

若 pf(zyy) = vr) ry 二 vp) yy) 则 互 换 
ZT) 与 风 y) CT) 与 Cy); 即 可 从 ws 得 到 #4 ;4 与 如 ,的 关 
系 仿 此 ， 

456 设 拓 一 zf 十 名)(a8 > 0), 求 ,Zz,. 

解 .一 zterarfz 一 1) nai 对 称 地 z, = zi(z 一 
1) te :Pin 

457 设 a 十 bi?y 十 cz 二 1, 球 zz,y: 

解 2 一 一 a cz ?Crer 十 让 2 ) ;对 称 地 2,, 一 
一 下 cw (ey + pri). 

车 Czy) 二 一 Cy ,网 《xy) 一 一 ty:x), 邑 交 换 
X14》 且 改 变 符 导 从 ww 得 出 4,. ys 与 zs 的 关系 情 此 . 
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458 设 上 二 eCz 一 90, 求 sy ys rr dyy, 

解 ”首先 算出 w= el 十 XY 一 Yj) 二 ee?(2y 十 江 y* 
一 yy) ;然后 对 称 地 有 ,一 ex 一 xXy 一 1]) ,二 eC 一 Iy 
一 2t)， 

仿 此 你 可 以 解 下 题 . 


459 。 设 记 二 xysinCr? 一 yD), 求 ys iyy: 


解 。 4 = 6xycos(zT’: CO y) — dr ysin(r: — 3 ); 
Wy 一 一 xycos(tx CO— yi) 二 4ry sinty’ — x’). 
对 uC,9) 用 变量 代 换 上 一 fT,y) 9 一 Try) 时 ,应 注意 
利用 以 下 公式 所 具有 的 对 称 性 ， 

us 一 HE upd, = we yy (4.1.1) 

Ws = Wd: TT ues 十 imp Hed 十 uses 

人 = wants 十 Lert, + wm tat, + Wanye 
td, 1.2) 


实际 上 ,你 只 要 记 住 其 中 一 半 就 够 了 . 由 (4. 1.2) 得 
Ha 十 Br 一 Wse( 训 十 部) 十 286y (十 全 5) 十 25 有 一 素 ) 
十 He 人 E 二 WA , 《4. 1.3) 
往 意 以 上 公式 与 #,$,7 是 否 对 称 无 美 . 

460 设 zz 满足 An 二 _ 0， 证明 vw 二 
| 7 于 yi 下 | :满足 人 wv 一 0. 

证 令 r= YT 二 六 ,6 = x/ 一 y/r', 则 直接 计算 得 
二 2x = 由 此 推出 束 十 
总 一 央 十 及 全 风 .十 总 加 一 0 人 一 人 3 一 0 于 是 用 (4.1,3) 得 

从 pb 一 ( 宇 十 兰 )Aa 二 0. 
461 设 #ECiv = dtr 一 内 2zyf 求 六 m 
解 ” 令 $= 工 一 ,7? 二 2xy, 类 似 于 上 题 ,利用 (4.1.3) 易 
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得 Ap = 二 47 十) Cues 十 Wy) 
看 以 上 两 题 时 , 倘 你 能 参照 题 431, 那么 你 将 体会 到 ,这 里 
的 解法 实际 上 融合 了 多 种 简化 要 素 ， 


4.2 定 积 分 问题 


余 大 概 已 经 习惯 于 将 积分 | (zydx 理解 为 * 曲 边 梯形 ”的 
面积 (但 位 于 x 轴 下 方 的 那 部 分 面积 应 看 作 负 的 ) ,下面 … 些 涉 
及 对 称 性 的 结论 都 基于 这 一 理解 . 

4 2.1 奇偶 性 与 周期 性 

利用 变量 代 换 :一 一 x 易 得 等 式 

[fodz = 人 rc nadx (4.2.1) 
实际 上 , (4.2 1) 等 价 于 
| repas = | [re tf de. 4.2.2) 


由 C4. 2. 2) 推出 ; 当 / 为 奇 画 数 时 | f(x)de 二 0; 当 上 为 从 函数 


时 | f(xdz = ?Gedz. 这 些 结论 在 直观 上 是 如 此 明显 ,以 
至 你 儿 乎 觉得 无 需 证 明 . 但 重要 的 是 ,你 应 随时 记得 使 用 这 些 结 
论 . 例如 ,你 能 不 假 思索 就 使 月 以 下 等 式 吗 ? 


wi ri 
| osxXdzT 一 2| COSTIT 一 >; 
2 a 


—ri 


| lIntr vr 1dr = 0; 
-1 


上 Texp(— dr = 0., 
即使 天 不 是 奇 或 侦 函 数 ; 只 权 FX) 十 A 一 式 ) 比 训 (x) 更 
1d4 


易 积 分 ,就 可 利用 公式 (4. 2. 2) ,试看 下 例 . 
462 求 了 一 ja 二 sinx) dx. 
解 直接 用 (4, 2. 2): 
了 一 | (1 下 了 一 i) de = 2 二 人 
若 f(x) 是 以 了 为 周期 的 函数 , 则 对 任何 实数 a 有 
[ foraz = | frydz. (4. 2. 3) 


C4.2.3) 式 的 意义 在 于 :适当 选取 a, 或 许可 简化 | 7(z)dz 的 计 
算 , 试 看 以 下 例子 . 
463 设 吧 十 站 天 0 证明 


| eeosz 十 bsinx}dzx = [x wa bsinr}dz. 
了 已 
证 今 > 一 wa 十 了 ,0 = arctgtay#5), 则 
| Ftacosz 一 bsinr)dx = 下 resincz 二 Bdx 
JD v 


二 {fersine)de 一 [frsinz)dz. 
4 


464 求 了 一 | lsinz — cosx |dz, 
解 ” 用 上 题 中 的 等 式 ，- 
了 一 Va | lsinzlaz 一 人 V 王 | sinzdz 

一 4w 2. 

最 后 ,提请 你 注意 经 常 有 用 但 易 被 忽略 的 以 下 公式 ; 
| sinzdz 一 [coszdz = 0. 
4.2.2 互补 性 
当 z 十 yy 一 a40 委 工 委 6) 时 称 工 与 ?互补 ,利用 互补 的 变 
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量 代 换 y 一 a 一 x 易 得 等 式 


| Fonds 一 | ee 一 zdz. {4. 2. 4) 
《4. 2.4) 直接 推出 一 些 简 单 但 常用 的 公式 ; 
| fesinade 一 | Aceesrdr 《4d4,2.57) 


(A 一 工 )dz = /a -一 了 rdz， (4. 2. 6) 
应用 (4.2.5) 的 机 会 很 多 , 例如 , 你 已 看 到 | sinzdz = 
| eosrzdz, 一 个 应 用 (4.?. 6) 的 简单 例子 是 : 

465 求 了 一 | za 一 zx"dx. 

解 显然 被 积 函 数 为 x"(1 一 工时 更 有 利 , 用 (4.2.6)， 

了 一 [ea 工 )d 一 | Xr) dx = 本 二 1 也 二 5 
容易 看 出 , (4. 2.4) 实际 上 等 价 于 (参看 题 983) 
| Fepdz= 了 | Ee) + fla — ex, 042.7) 

应 用 公式 (4.2.7) 时 我 们 寡 希 望 于 函数 站) 十 f(a ~- x) 比 
f(r) 简单 ,在 直观 上 这 意味 着 曲 边 梯形 与 自身 的 “倒置 ? 潜 加 后 
和 合成 较 规 则 的 图 形 ,特别 可 能 成 为 矩形 ,其 fx) 二 了 (a -- 了) 
六 const ,下 面 就 其 一 放 . 

466 求 了 一 | einz 十 cosT) sinrdz., 


解 ”应 用 (4. 2.7) 立 得 7 一 二 | dz = 三 . 
倘 不 用 (4. 2.7) ,上 题 的 计算 该 会 如 何 呢 ? 你 不 妨 一 试 . 上 题 
把 不 过 是 以 下 一 般 问 题 的 特例 ， 


467 求 | [fx) 十 ta 一式] LILFOzr)dzrt 一 cp2)， 
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以 上 问题 本 身 未 必 简 单 .但 由 于 应 用 公式 (4.2,7) 市 … 举 
成 功 . 类 亿 的 例子 还 可 举 出 很多 . 

468 求 了 二 fe 一 Va a) dra > 0). 

提示 ; 邻 并 一 asint 并 用 题 466,7 一 x/4. 

459 求 了 二 | imgzdqzc= 0). 


470 求 了 二 ma 十 《gr 
解 用 (4.2.7): 
了 一 [na + tgz)[1 + tg(T — x)J}dr = Tin2. 

471 求 了 一 fa — x nt + xydr. 

提示 : 邻 式 二 tgt 后 用 总 470,1 一 《r78)In2， 

472 已 知 了 (Xx) 二 一 f/f(2 一 Xx), 求 1= fa 十 cosx)dz 

提示 :用 公式 (4.2.7) ,了 二 0, 

如 时 说 ,指望 zz) 十 Fa 一 2 三 const 还 有 点 过 分 的 话 ， 
那么 要 (Xz) 十 fa 一 x) 较 易 积分 就 不 完全 是 一 种 看 望 了 ,这 
方面 令 人 鼓 侨 的 例子 很 多 . 

473 求 1 一 [za 十 cosir) lsinzrdx. 


解 用 公式 (4.2.7)， 


_] Si Cr 一 FSinr 
“一 | CT + i COS Jdz 


中 


下 | Sinx Es 
加 2 jn 1 十 cos TT 4 

上 题 中 ,应 用 (4. 2. 7“ 整 合 " 被 积 函 数 的 结果 消去 了 令 人 
讨厌 的 因子 x. 下 题 揭 示 了 ~- 般 原理 . 


474 设 fta 一 xz) 二 (x) ,证 明 | zf Cx)dz = S| caydr 
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于 


你 可 能 见 过 公式 | zf Cain XxX)dx = | Frsinzrodr 现在 
看 出 它 只 是 题 474 的 特例 . 
475 求 了 一 | [x 一 下 7] arcsin Tz 


解 用 (4.2,7) 与 公式 arcsint 十 arcsin AI = A 
1 | arcsin vw x 二 arcsin MT = zx, 
2 Jo A rl 一 区 
_ 了 | dx _ 王 
AGE 1 
上 题 自 然 启示 你 去 考虑 更 一 般 的 问题 : 若 f(x) 一 .Fa 一 
g(r) 十 ga 一 划 二 c, 如 何 计算 | fr)g Cryde? 


Pe 


了 一 


ose 
476 求 1 = 一 ral 1) 


解 。” 依然 用 (4. 2. 7); 


了 一 :| be 他 下 COS | qx 
2 1 一 2gc0sT + gq: 1 十 2gcosz + gi: 
六 1 + oa: 一 2cos’r dz 
2 本 二 4) 49:cosiz 
”二 9) 十 #) 一 2 dt 
好 一 了 =24| * 
和 YW A Ta 4g 1 
-ll 1 1 a 并 | 
omg) = ,TT Ea 和 一 沪 | 1 | 


若 Fa 一 4) 一 -- 了 x), 则 由 (4, 2,7) 检 出 | Fezoaz 一 
0 人 参看 题 469.472) ,车 ra 一 xXx) 一 f(x), 则 易 证 (参看 题 984) 
| coaz = 2 frydz. C4, 2. 8) 


(4.2.8) 是 对 称 性 的 更 型 应 用 之 一 . 解 题 464.476 时 实际 上 已 用 
到 (4.2. 8)5 何 处 ?3 ,下 面 是 进一步 的 例子 . 
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477 求 1= | 十 cosx) :dz 
解 。” 先 用 (4. 2.8) ,然后 用 (4 2.7); 
dx ™ 1 1 
= 中 Tis | re ts) 
: 3 dx 
和 人 4 一 cosiz | 4 一 COsix 


tt = tgT) | 一 -经 
一 加 a A 


478 求 了 二 『 lInsinxdzx. 
0 


解 ” 烽 似 于 上 是 
a 
了 一 ?| lnsinzqz 一 | “nCsinreosrydr 
0 ce 
wi A I it 
二 | lnsin2xzdz 一 3 ln2 一 2 ln2， 


由 此 解 出 了 二 -一 xln2， 
4.2.3 某 些 推广 
与 通过 "反射 "变换 + 一 x 得 出 公式 (4. 2. 1) 相对 照 ,用 
“ 友 演 ” 变 摘 上 一 工 -1 得 到 公式 : 
| fedz = [zf er Ydz. C4. 2. 9) 
C4. 2. 9) 可 写成 如 下 等 价 形式 (二 考 题 8867) ， 
| ezydz 一 [tfe) xfer- Ydr C4.2.10) 
或 
| faz = 宇 [ [rzy 十 z fx DJdaact 2.11) 
Ja 2 Ja 


公式 (4.2.9) 一 (4.2.11) 可 与 公式 (4.2,1), (4.2.2) 或 (4.2. 
4) ,4, 2,7) 对 照 , 前 者 也 许 不 及 后 者 应 用 普遍 ,但 仍 可 举 出 不 
少 应 用 公式 导 . 2.9) 一 (4.2.11) 的 例子 ,其 中 一 些 是 很 引 人 的 . 
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(4. 2. 11) 特别 用 到 a 二 0 的 情况 : 
| forar = | L/D Fesfer da. (4.2.12) 
对 于 一 定 的 六 Ar -f/x 1) 比 (x) 更 易 积 分 ,以 下 是 一 
典型 合子. 
479 求 1 二 [a 1) 17( 参 照 题 65 ~ 68). 
解 直 榜 用 54, 2. 12)， 
I 


1 1 _ 

一 2 et ad Fd 

1 x 1 [| dz 一 工 2 
了 .3 和 十 光一 2 (rr 一 1 十 2 


1 


rm 


2 » 2 
有 了 上 面 的 经 验 , 对 于 下 题 你 会 有 和 信心 用 公式 (4, 2. 12) 一 


480 求 1 二 ja + xz) -tdz。 


提示 :用 (4. 2,12), 了 一 | ce x 1) dr=2r/9 V3 
进而 你 可 用 同样 的 方法 解 以 下 三 题 . 

481 求 [C2 一 十 dr (= x/2). 

482 求 | Cx dr C= /4). 

483 求 | zal + x nrdr (一 0， 

484 求 1 = | ‘exp{— x? 一 区 da， 


0 


和 解 依然 用 (4. 2. 12) ， 


了 
f= S| 0 — zexp(— x — x-i)dz 
0 
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Ve 


gor 
公式 (4.2.12) 用 于 以 上 数 题 的 浆果 想必 给 浆 以 强 齐 印象. 
们 不 用 C4. 2. 12) ,以 上 几 题 的 计算 该 会 如 和 何 , 你 不 妨 一 试 ， 
若 fr) 一 1 则 依 (4.2.10) 有 | fxryadr = 
0Q( 与 奇 函数 的 情况 对 了 照 ), 题 483 即 属 这 种 情况 , 若 f(r) = 
fr (与 倘 凑 数 对 焉 ), 则 有 公式 


好 1 
| ftr)dzr 一 2| firdr 
tu 17a 


(f=x— 1) 一 = exp{— Fd 一 


= ?| f(z)dz. C4. 2. 13) 
这 可 与 公式 (4. 2. 8) 对 照 ,下 面 是 一 个 应 用 (4. 2.13) 的 例子 . 

485S 证 明 | 《1 .xlnszdz 一 2| a 二 TY !n:xrda., 

注意 到 公式 (4.2. 2)(4.2.7)(4.2.11) 在 功能 上 的 燃 似 性 
之 后 ,你 自然 会 提出 这 和 样 的 问题 ;它们 能 否 统一 在 一 个 一 般 节 公 
式 中 呢 ? 那 么 请 解 下 是 : 

486 设 ZC0 二 信 上) 是 严格 减 的 连续 可 微 胶 数 ,gla) 
= 64 人 2) = a;f € Ca,d]j, 证 明 


| fondz 一 | [fez) — (Cr)f gr)) dz. 


《4, 2. 14) 
分 别 取 多 rr) 一 一 了 BT = 二 4 一 与 PT) 一 开工, 就 从 (4 
2. 14) 得 出 公式 (4.2. 2), (4.2.7) 与 (4.2. 11). 当然 ,PCr) 还 有 
其 它 选 择 ,如 取 PCz) 一 了 "或 gz) 一 va … 工 ,等 等 . 
487 求 工 一 [ var — xidrta >> 0), 


解 取 Pzrl) = va 一 zx, 用 (4. 2.,14)， 


1 fs” 3 Lr? 
了 一 去 | Cd? — Te + Yd:r 
2 /a 
si dr 一 和 arcsin 工 | Te 
2J Va a 2 a la 4 


设 2 如 题 14186, 则 有 难 一 的 < EE (aiofcl 二 .实际 上 ,(4. 
2. 14) 等 价 于 (对 强 C4, 2, 1) (4. 2.9)) 


[cearz 一 | fig)y (dz. 


车 fz) = 一 y Cz)feg(z)), 则 | f(xydz = 引 fedz, 此 时 可 
以 说 f(z) 在 [a,6] 上 关于 ce 有 某 种 对 称 性 : 若 f(x) = 
有 《zz) CC ， 由 | fen)dz 一 DGzl 关于 所 反对 称 ”， 


4.3 重 积 分 问题 


4.3.1 二 重 积 分 

对 于 积分 了 一 || f(x,y)dzdy, 直 接任 几何 观察 你 就 能 确 
信 以 下 结论 ， 

4 大 已 关于 ?办 对 称 , 则 当 .Fr 三 一 太一 2 时 工 一 
0 ,而 当 二 (一 wy) 时 


1=2 {| fo wdrdy. (4.3.1) 
人 
当 了 已 关于 工 输 对 和 浆 时 有 类 似 结 论 ， 
《ii 车 避 关 于 Ty 轴 皆 对 称 ,A( 一 TY) = fr,y) = x, 
一 WD = {ry EE DD: ry 0 ,NM 
了 一 4 [ice drdy. (dd. 3, 2) 


D+ 
tiii) 车 DD 关于 和 轴 、y 轴 及 直线 y 二 zz 沸 开 称 ,f( 一 之 ,y) 三 
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fr) fy rf 一切 有 = 人 zy) ED: 0 所 3 扫 
二 } :出 
了 =8 || rezsopdzay (4. 3. 3) 
E 


(iv) 车 五 关于 直线 > 一 工 对 称 , 则 
TI 于 We + flysz) dzdy, (4.3.4) 


489 求 1= [| dx| lyDdrdy. 
zl 十 121 


解 。” 先 用 (4.3.4)( 取 f(z,y) 一 |zx|), 再 用 C4. 3. 2): 
1 1 一 工 
了 一 8 由 xdzdy = 8| zadz| dy 一 和. 


十 3 了 这 人 


489 求 了 一 J [xyldzrdy. 
ya 


提示 :用 (4. 3. 3) 并 用 极 坐 标 ,T = 二 a'/2. 
490 求 I -jc 二 yydxrdyyD 由 y= 二 x:,y 二 4rt:,y 二 1 
有 


围 成 . 
1 Hy 
解 /= joaray 一 ?| >dy| ed 一 
车 对 称 轴 非 坐标 町 , 可 考虑 适当 坐标 变换 ， 
491 求 了 = | 二 ypDdzdyDir 十 入 一 2Yy. 


瑟 


解 以 Ci 十 妈 委 574 代 忆 ,并 注意 | | =dzdy = 0. 


下 


之 


+ 
2 


[= je _ 了 + Gy + DJdrdy 


一 | 十 wjdxzxdy 十 | 了 | ， 
tr " 


J 三 TT 
TT i 
一 ?| fatlr 十 二 一 一 一 一 . 
le 32 


492 求 1= || (zx — ysntrd ydrdy,D 是 以 Gr.0) .0, 


Tr，2XT) C27) 为 据点 的 四 边 形 ， 
解 ”注意 局 可 描述 为 | 一 yy 之 XT. 工 一 y 一 27|i 信 7 而 
让 与 sinv 分 别 为 | 偶 臣 数 二 了 疝 阔 数 ,因此 了 二 ¢. 
493 “ 求 了 一 ji os 十 ydrdyD :DIY TA2, 
nn 
解 ” 只 需 沽 虑 由 x -| yy 一 rr2 隔 开 的 一 半 积 分 域 ， 


2 


了 一 ?| dx 
和 do 


costrT 十 ?dy 一 2 


494 求 1= 二 je 十 ydazdy, Da :7 + by < 1. 


解 ”用 代 换 了 一 arcosp,y = Brsing,dirdy = abrdrd9. 


Pr 3 
|j=aeady 二 < coszbdg| wd» 一 C 
加 J 3 


DD 
由 对 称 性 可 断定 | ydrdy 一 apny4, 于 是 7 了 = abxrta’: |- 86) /4 
六 


4.3.2 三 重 积 

有 了 上 绩 的 经 验 之 后 ,你 应 能 悟 出 在 三 重 积分 计算 中 如 何 
利用 对 称 性 ,甚至 能 写 出 与 (4. 3. 1) ~ (4. 3. 4) 相当 的 三 重 积分 
公式 ,我 们 不 拟 细 列 这 些 公式 ,只 要 通过 实例 说 明 那 些 最 重要 的 
方法 . 

495 求 1= |Get yt dv, Vy 二 zz 1， 


了 昌 . 
解 因 中 关于 xyz 对 称 , 故 (参照 (4.,3,4)) 


7 = :J ja = 3| dz| dy] dz = 3 
一 般 地 ,和 若 Y 关于 yz 对 称 , 则 
站 fn + fa)lde=3 [lzesar. 
+ Cd .5) 
至 于 (4. 3.5) 中 两 积分 哪个 更 好 计算 , 则 应 依 具 体 情 沈 央 定 . 
495 求 了 = 二 [fe 十 二 2Ddo, zz 十 说 2 十 
3 十 芝 。 
解 将 Y 平移 到 忆 : 妇 十 另 汪 宇 芝 374 有 
了 = Ws 十 到 2 十 《yy + > HH Cx + > )? Jdv 


一 Je 十 x 十 zi)dvw 十 We 


=- 2 singdg| 人 “dr 十 3 .4| v3| 一 号 3 六 ， 
4 3! 2 | 


3 


其 中 用 到 || (他 十 3 十 zydp 二 0 


497 求 1= | 二: 二 二 二 


解 ”将 椭 球 VY 变 为 球 避 ， :二 十 x 所 1, 这 意 昧 着 分 别 
以 arsbyrcz 代 并 ,yz 得 


[ffsraw = abe! Es 
FY 万 
一 Lape: jf 一 yy 十 xz*)dv 一 Hop, 
3 13 


最 后 一 步 计算 如 同 题 496, 由 对 称 性 可 得 出 | |z*dv 与 | yq。 
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的 类 似 表 达 式 (参照 题 494) ,合并 起 来 得 了 一 4xabe(a? 车 六 十 
c“ 7]15， 
上 题 计算 中 使 用 了 几 种 典型 的 简化 技巧 :上 | | |=*de 取 代 原 


积分 ; 以 球 召 取代 椭 球 V ;以 [Ce + + 3de 取代 


a 


||=aek 依 (4 3. 5) 式 ), 这 些 简化 技巧 在 不 同形 式 下 被 普 记 使 


用 ,例如 ,可 用 于 解 杜 497 的 以 下 推广 ， 
498 求 了 一 [az 十 By* 十 Cerydvy,V 同上 是 . 


解 没 上 8 依 题 497 之 人 解 . 由 


上 = = apbct"! 上 Pear 
了 召 


《用 球 举 标 》 = 4xabesti [2p + 1) (2p + 3)]， 
据 此 即 可 按 题 497 的 思路 直接 写 出 
了 = 4rabe[ ae 2 
mlm (2n 1)C2n | 3) 
| Cre2e:! ] 


"~ {2p + 1)C2p + 3) 
2 2 2 
499 求 1 二 上 十 鸣 十 扣 )dv,F 同上 古 


¥ 


提示 :用 题 497 的 方法 ,或 直接 用 上 题 结 论 ,[ = dmapei5 


4.4 曲线 积分 问题 


4.4.1 第 一 类 曲线 积分 

对 于 平面 曲线 积分 了 一 | .rz,y)ds, 有 与 二 重 积分 相近 的 
对 称 性 结论 (参照 43.1)， 
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《0 若 工 关于 y 畏 对称 ,一 zs 一 一 rr ,T= 人 0; 
车 /一 Ty) 一 9) ; 则 成 立 


1= 2| flrs yds C4.4. 1) 
了 《上 站] 


0ii) 若 志 关于 节 ,y 轴 展 对 称 ,. 疙 一 了 人 二 Je) 三 大 
一 yy) :+= {Cr yy) 人世: zs 这 习 } ， 则 


7 一 让 fxs,y)ds C4. 4, 2) 


(让 ) 车 鞋 关 于 zz,y 轴 及 直线 y 二 + 此 对 称 ,f( 一 xy) 二 
ry fv) fr Cy), 则 


7 了 一 | fxs yds (4.4.3) 


[ee we 二 


iv) 若 工 关于 直线 y = x 对称 , 则 
| erads = 了 | Lf Cry) 上 Foyr) lds 0 


对 于 空间 曲线 积分 | f(z,y,z)ds, 尔 应 当 能 写 出 与 (4. 4. 1) 
一 (4.4.4) 对 应 的 公 址 . 
500 求 1= | [ylds. Lr 十 3 二 az2 — yl). 
解 用 极 坐 标 :r 一 a?cos20,ds 一 wd 二 Yd = 
as 1d8, 于 是 由 (4.4.2) 有 
[= 4| yds = 4 rsing “rido = (4 一 2 ya. 
本 。 


注意 上 述 秋 分 中 不 必 代 入 > 一 a weos25. 
s01 求 1 == | Cr 十 ya)ds : ro ya, > 0, 
解 ” 设 z= acosiisy 二 asint, 则 ds 一 3a |sintcost|di, 首先 
用 (4.4. 4) ,然后 用 (4. 4.2), 知 有 
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x | 
了 一 | yds — 24a"| siniieostdt = de, 
i u 
上 题 中 用 到 公式 (4. 4.4) 的 如 下 特殊 情 次 ， 
| LCr) — f(y) ds = ?| rood， 《4. 41. 5) 


其 中 关于 x,y 对 丈 ( 参 照 (4. 3.5). 不 要 也 为 人 .4.5) 右 端 一 定 
比 左 端 简单 ,下 面 的 例子 给 出 公式 (4.4.5) 的 .个 “反应” 应 用 . 
502 求 了 一 | ds Ls | Y= 

解 ” 反 向 用 C4.4.5) 得 


1 一 到 | (x CO yds = 3| Gd 一 ra’, 
工 2 


2 

此 处 应用 (4. 4. 5) 的 结果 使 积分 自动 得 出 ,当然 没有 上 比 这 
更 理想 的 了 . 一 般 地 ,只 蓝 在 大 上 Fr) 十 f(y) 寺 const, 就 守 于 
用 (4. 4. 5) (参照 题 466). 

503 ” 求 了 一 | ds Lex: 二 十 2 二 at,x 十 yz 二 人 0 

解 。” 用 (4.4.5) 的 一 个 三 维 推广 ， 

一 了 | ce + yd 一 了 ev 2ra 一 2 

4.4.2 第 二 型 平面 曲线 积 

对 于 积分 7 二 | P(x,y)dz, 直接 由 几何 观察 可 得 出 以 下 对 
称 叶 结论， 

(7 设 世 关 于 > 了 加 对 称 . 若 王 (-- = 一 天 (Cry , 刚 了 一 
0; 若 (一 xz) 二 Play), 则 [= 2 Pirsyydx, 其 中 .一 


了 


{ry 0 
0 设 工 关 于 zx 轴 对 栎 .着 PCr -yy 汪 Pir,y), 风 7 -== 0; 
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{Cry) 各 L: yO. 
你 不 妨 写 出 关于 | QCr,y)dy 的 类 似 结 论 . 


s504 求 了 二 | Cr? 一 2xy)dr 十 《392 一 273)qy se3 一 
XO 一 1 1). 

解 ” 因 工 关于 3 轴 对 称 , 故 由 结论 0)0i) 有 | zydz 一 
| ay 一 0, 于 是 | 

7 了 一 ?| (zz 一 4dr)dr 一 一 14/15. 

s05 求 i = 二 | Cre” + yjdr 十 [ylngzs 1) rldy,L:r? 
十 y= 二 4 上 沿 顺 时 针 方 向 从 (一 Y3 ,一 1 到 Cwv3， 一 1 的 
一 段 . 

解 ” 因 工 关于 y 轴 对 称 , 故 | zedz 一 0 一 | yimcze 十 
1)dy, 于 是 


Et A 一 和 


1= | yr rdy= zy 一 一 2w3， 


i A 一 1 

s06 求 1 二 | clzl + ly dr dy ,blr|l +i |y| = 
1G = 0), 

4.4.3 第 二 型 空间 曲线 积分 

对 于 积分 | PCz，,y,z)dz, 有 如 下 结论 : 

fi 设 世 关于 zy 平面 对 称 . 若 P(zryy 一 2 二 天 (zy 
则 了 =- 0; 若 Psy 一 2) 二 一 Plzyysz); 则 1 二 ?| P(x, 


Ty 


ys3 dx, 
Ci 设 工 关于 wz 平面 对 称 . 关 了 PC 一 x,y,x) 竺 一 Pr 
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2 T= 0; 若 人 人- .YY 区 ) = Piriyz), Mi = ?| 本 x 
dr 
Qii) 没 工 关于 zz 平面 对 称 . 若 了 lr yz) 寺 人 ( YY 之 )， 
则 了 二 0; 若 Pers 一 yD 二 一 了 (r,s), 则 1 =2| P(x 
Ty 


yeydr 

对 于 | QC yzdy ,| RGcrsyzydz 有 类 似 结论 . 你 无 需 记 
“ 住 这 些 结论 ,只 需 在 每 种 情况 下 能 通过 图 形 的 直观 考察 迅速 得 
出 所 要 结 

507 求 1 = | ya 十 zty 一 ridz 十 十 一 
Xt 十 六 三 4z, 从 工 轴 正 向 看 去 工 为 反 时 针 方 向 . 

和 解 ” 因 工 美 于 xz 平面 对 称 , 故 由 结论 人 Citi) 有 | yi dr 


一 | Xidz 一 0 于 是 
工 
了 一 | zidy = | {ar — dr)dy 一 一 | Ty 


和 和 3 
二 | zdy -Screen a dd 一 人 


yar 四 TN ta 


以 上 计算 中 用 了 三 个 转化 步骤 :ay 由 工 的 方程 引出 代 换 Ea 
ua :一 axsb) 化 | dy 为] Ty, 了 是 工 在 zy 平面 的 摄影 (以 
下 将 多 次 使 用 类 似 记 号 )，; oy 用 Green 公式 .这 些 步 骏 下 面 将 反 
复 使 用 ， 

508 求 1 = | F zdr t+ Cy 十}dy 十 Cz? 十 ydz， 


十 十 2 二 1 一 YY ,从 zz 轴 正 各 看 去 荆 为 反 时 
针 方 向 


160 


解 ”首先 有 | (zzdz 十 yzdy 十 =zds) 一 0( 参 考 1.4.2). 因 
工 关于 xz 平面 及 yz 平面 对 称 , 故 | zdz 十 ydz 一 0, 于 是 


1= | ray=| Xxdy 一 | dzdy 二 碟 . 
工 by 2 


2 yl 
s09 求 了 一 | Cy 2)dzrt z+ zo)dy + Cr: ye) de, 
LT 十 十 7 二 oRz ,x 二 y= 2axrtz > 00a TR 人 
z 轴 正 向 看 去 工 为 反 时 和 针 方 向 . 
解 ” 由 了 关于 zz 平面 对 称 有 | (十 ze)dz 十 (x! 十)d 
一 0， 
了 一 | (x? 十 x)dy = | cz — yijdy = 2R| zdy 


一 2RK 有 dzdy = Zra?R. 
二 


此 题 订 可 用 时 简单 的 以 下 方法 解 ; 
了 一 了 +| rdz 二 ydy 二 zdz -| Cr 二 站 二 zd(tr 二 ytz) 


一 2Rj zdcz 十 3 了 十 g) 二 2R| zdy = 27rad 民 ， 
si0 求 7 一 | >dz 十 sdy + derLiet | y+ a 


上 + 十 zx 一 0, 从 zz 轴 正 向 看 去 上 为 反 时 针 方 向 . 
解 ”由 对 称 性 可 断定 7 一 3| ydz, 于 是 


7 了 一 3|, ydx 二 一 3 [fazay 一 一 3s， 
对 | 


其 中 局 是 工 ,所 围 区 域 ,S$ 是 五 之 面积 . 因 工 所 围 面 积 为 ra ,而 
平面 z+ 十 y 十 x 二 0 法 矢 与 < 轴 夹 前 余 纹 为 1/ ”3 , 故 S 一 ra/ 
v3 ,因此 7 = 一 v3 ras， 
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上 题 中 看 出 4 一 3| ydz 是 一 种 重要 的 对 称 性 观察 ,类 似 的 
观察 在 本 章 多 处 用 到 ， 
si11 六 了 =| xydr rrsdy 十 sz 


解 | zsdz 一 0 由 对 称 性 | zy 二 vady 一 0 帮工 = 0 
了 了 


512 求 了 一 | ?dr sdy 十 zdz, 民 是 以 (ae 0:0) tO ,ad.0) 
I 


与 {0.0.4) 为 顶点 的 三 角形 回路 . 
解 了 一 | az 一 3| ce -Xdx 一 一 


sl3 求 了 一 ] ,3 — zdr oe (zi — widy -i Cr — yidz, 


工 是 球面 块 < = 二 一 让 一 yryy 空 0) 之 边界 , 沿 工 正和 癌 行 
进 时 曲面 外 侧 在 左 . 
解 ” 设 工 基 二 在 xy 平 面 上 的 一 段 , 则 


了 一 引 yidz — xidy 一 一 昌 Jje 十 ydrdy 
也 
“ 也 


514 求 了 =- Cy edzr | (ei — x Idyt (xr Oo— ydz, 


虐 是 立体 0 所 X10 夺 y 守 1:0 志 ; 之 表面 与 平 画 x 十 
十 2 二 3/2 之 交 线 ,从 z 钠 工 向 着 于 工 ep 同 . 
解 “类似 于 题 510， 
了 一 3| cr 一 gdz 一 3 Ly’ 一 C3 — zy) dx 


3|| (2x — 3drdy 一 - 元 
a 


加 * 
其 中 司 为 氏 ;, 所 国之 区 域 . 
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L 


4.5 曲面 积分 问题 


4.5.1 第 一 类 曲面 积分 
对 于 积分 || /czsy=)ds ,以 下 对 称 性 绪论 可 参照 43.1 或 
5 
4.4.1 的 相应 结论 来 理解 ， 
(9 设 5 关 于 xy 平 面 对 称 . 若 了 (x ss, 一 2) 三 一 /YX)， 
由 本 二 0; 车 了 Cryy, 一 2) 尘 (zy,z2), 则 
T= 2 flr yz d's, (4. 5.1) 
J 
当 汪 甘于 xz 平面 或 yz 平面 对 称 时 有 类 似 结 论 . 
5ii) 车 S 甘于 zy 对称 , 则 { 参 虐 (4. 4. 4)) 
上 一 re ,zeas = Jffee,z ,3ds. 


3 


一 fif¢ sys) 一 {yz Tr) 十 了 (xz ,x,y) |ds. 


(C4, 5.2) 
特别 (参照 (4. 3.5), (4. 4.5))， 


waas = 3 |ecz) + ec Das C4. 5.3) 


+ EY 


515 或 了 一 [ezy 十 ye 十 有)Q .9 一 WE 二 yr 
号 


十 天 < 2edz)， 
解 因 S 关于 zz 平面 对 称 , 故 || (zy + yz)dS 一 0. 对 于 
半 


锥 面 z = v 妇 二 办 有 d5 = v2 dxdy( 不 妨 记 住 !), 于 是 
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了 一 [|azds — v2 | rx wr yidrxdy 


2 


2 
Cie i 


2 ZGT9 节 A 4 
{用 极 坐 标 ) 二 2 vz| cos9qg| mdr 一 Ye, 
了 五 


c 


S16 求 1 = ||(z +y + 2)d5.S :x a ry 
5 


解 ”由 对 称 性 有 | | cz 十 >)ds = 0, 干 是 


3S 


了 一 [jaas 一 jj adzrdy = ra’. 
3 8 


二 


上 面 用 到 关于 球面 z? 十 y: 十 x? 二 a? 的 标准 结论 ; |z|d5S = 
adzdy, 你 应 熟 记 此 公式 ,推导 很 简单 :由 十 xz, 一 0 一 y 十 zz， 
得 


I 


vr y+ zdrdy 
Iz| vz 二 +zit+ 1drdy= |zlds 


adxdy 


517 求 1== | jays Ce 十 十 YjdS,S:z 十 y 十 
S 
2 = a ry 0). 
解 因 3 英 于 zyyz 对 丈 , 故 用 (4. 5. 2)， 
了 一 3 Jyzds 一 3a maxay 
5 
《用 极 坐 标 } 二 3a| simecossde| rdr 一 务 ， 
中 0 v 
其 中 五 是 SS 在 zy 平面 上 的 投影 ， 


518 求 了 一 [rass :z= Var ri yi. 
EE 


解 ”观察 此 上 题 ,你 会 自然 联想 到 题 502 ,天 过 ,要 能 用 公式 
《4. 5.3) ,项 以 请 :x 十 yw 二 x 二 a 六 5， 
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各 


一 于 [aas -一 2 。 

现在 ,综合 是 497,502,503,3518, 你 对 于 这 一 套 互 相关 联 的 

方法 应 当 已 有 系统 的 印象 . 如 果 你 能 运用 自如 ,对 村 以 下 问题 就 
会 轻而易举 ， 

st19 求 [=|(xr+ yds,S :so /TR 


1 一 二 ras = 六 | 十 只 十 aa)dS 
加 
1 


47a /3). 
4.5,2 第 二 类 曲面 积分 


对 于 积分 了 ~ || PCz.y,adyds 有 以 下 对 称 性 结论 ， 


中 设 5S 关 于 yz 平面 对 称 . 若 P( 一 zz,y,z) 汪 P(xz,y,z), 则 
= 0; 若 PC 一 xz,y12) 三 一 P(x,y,z), 则 


f=2 | Plr,y,z)dydz. £4. 5, 4) 
STD 
对 于 积分 ||QCz ,ywz)dzdz 与 ||R(z,y,x7dxdy 有 类 似 结论 : 
3 by 
(il 车 5 关于 了 yz 对 称 , 风 
| Plesr ry)drdy = [jPodedz 
可 


5 


[| 
| 


I 


[fecr,y,s)dyde 十 Plysz wdzdz 十 Prez, Ts ydrdy 

5 

C4 5, 5) 

(4.5.5) 的 一 个 特殊 情况 是 ( 参 要 题 510) : 

| feaydyds 十 fty)dzdzr 二 f(x)dxdy = 3 Jff aray. 

3 3 
(C4.5,.6) 
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520 求 了 一 | sdyd: 十 yedxdz 十 ssdzdys 为 是 面 x* 二 


和 


心 二 YY 二 = 二 月 之 上 侧 . 
解 ” 因 3 关于 ye 平面 对 称 , 故 由 结论 (D 有 ||z*dydz = 0; 


同 理 [BE 二 0; 十 是 


3 


4 
了 一 azay 一 站 Cr 上 小. Ye ydzrdy — 到 
2 FF 


了 


521 求 了 一 je — zj)dydz 二 {z CO— xz}dzdzr -十 {xr 一 


320dqxdy 同上 题 . 
解 如 同上 题 一 境 由 对 称 性 得 出 
jlo — dydz 二 + (zx — x)dzdzr = 0， 


人 


于 是 


了 一 | 一 ydxzdy 一 j| tr Oo yydrdy = 0. 


加 了 


522 ” 求 了 一 [jxyayd: 十 yzdzdzr 十 zzxdxzdy:5 是 球面 块 江 ! 


3 
十 vy: 十 zx? 二 1 CRY 2 0) 之 外 侧 . 
解 用 公式 (4.5.5): 


了 一 3 中 :zazdy 一 :| wl1— ro ydzrdy 
Ss [1 


mia 1 
《用 极 坐 标 ) “一 引 cosbdg| rw ridr 一 之 ， 
其 中 忆 是 3 在 xy 平面 上 的 投影 . 
523 求 1 = | faydyas 十 yzdzd 十 zzdxzdys 轴 之 十 > 十 
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z 一 pe ys 字 0) 的 朝向 原点 的 一 侧 . 
用 (4, 5. 5); 


站 一 全 
了 一 fo 一 一 3| zdz| {lx ydy=C— 到. 


524 求 了 一 jayas 十 ydzdz 十 z:dzxdy,S 同 题 522. 
号 
解 。” 用 公式 (4. 5. 6); 
一 2 3 3 
1= 3]|<dxty = 2| a mrdr 一 号 . 


4.6 其 它 问题 


下 面 是 应 用 对 称 性 的 几 个 零散 例子 . 

525 设 we 十 广 十 0 守 尺 , 求 点 (qa,8,c) 到 球 x: 一 y* 十 
2 RR 内 的 点 的 平均 距离 dd， 

解 。” 由 球 的 对 称 性 ,不 妨 设 a = 二 5 二 0,.c 半 0, 于 是 


d = 生 才 Vr TC eyidy 


2 
一 ws) ad ar | WP Sprcosp + cisingdg 
=¢+ CR Se). 
526 求 圆柱 面 x 十 y 一 a 与 十 xz 一 4 所 围 立 洒 之 体 
只 Y 与 表面 积 5S. 
解 ”由 对 称 性 ,只 需 考虑 在 第 一 卦 限 中 的 1/8; 


a 时 Y a 
VW 二 引 dz| dy| 
] o bu 


_， 4 Wat Ir 
由 =16| <z| 1 十 一 一 一 dy 一 16a’, 
-0 和 好 一定 
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dz = 


s27 装 曲 人 | 上 人 4 宅 闵 0 人 国 线 工 之 重心 ， 
解 设 蕊 在 -平面 上 的 一 盘 元 的 恒心 是 (x,yw:0), 则 
-_ 272 J 
二 y= 上] Xds 一 2 acos? + ardf 一 二， 


六 这 
为 此 忆 的 重心 为 (2a/x,24 /x,0). 由 对 称 性 , 工 在 yz 六 面 太 xz 
平 而 上 的 部 分 的 和 恒心 分 别 汶 (0,2a/z, 20/4) 二 (2977004247)， 
于 是 所 求 的 恒心 是 4a 37 ,da/3r, de 3x), 
528 求 Pia 十 二 1xryz 守 0) 之 重 
ry), 


解 ” 令 x= arcostsing,y = brsindsing,z = creosg, mM 


re 本 ， 
jz = a2e .3[ singeosgdg| r'dr = SE, 
* 2 ， 16 


abciri abcxl c 
于 是 “= | = 和 
由 对 称 性 有 工 一 3a/8,y 一 3578. 

529 求 圆 的 最 大 面积 内 接 三 角形 . 

饰 不 妨 设 敬 半径 为 1, 内 接 三 背 形 三 边 所 对 圆心 角 为 x， 
292: 则 工 十 十 zz 三 2r, 三 角形 面积 3 = 二 271(sinx 十 siny 十 
sinz) ,于 是 问题 归于 求解 

maxtsinzr 十 siny 二 sinz) ,zr 二 yx = 27, 
令 工 二 sinz 十 siny 十 sinz 十 A(z 十 yy 十 xz), 考虑 到 对 称 往 ,使 
d 艺 二 0 的 点 (xsy;z) 必定 是 一 yy 一 = 一 2r73. 
530 ” 解 方程 组 2x. 十 > T= 1 


解 ”此 方程 组 关于 tte, 对 称 ,因此 可 断定 x 一 >。 
= 由 此 易 解 出 本 明 一 mA 十 1) 1 和 了 妆 ny. 
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第 五 章 ”转化 原则 


顾名思义 ,所 谓 转化 ,就 是 将 求解 的 问题 化 成 男 一 个 问题 ， 
后 者 在 形式 上 与 求解 的 难 易 上 都 可 能 很 不 相同 ， 通 过 转化 而 获 
得 解决 问题 的 途径 , 那 正 是 数学 家 最 擅长 的 事 ! 因 此 “转化 "在 
数学 中 镇 推崇 为 最 重要 的 原则 之 一 , 且 被 广泛 地 一 一 有 时 是 标 
准 地 ,有 时 则 巧 奴 地 应 用 .如 果 你 吉 到 一 道 难题 障 百 思 不 得 其 
解 ,那么 就 请 你 转化 它 吧 ! 一 一 这 或 许 是 你 从 解 题 艺术 中 应 记 住 
的 主要 格言 . 

应 用 转化 原则 的 两 种 形式 是 : 

《1 判断 间 题 . 若 P,Q 是 互相 等 价 的 命题 , 则 判定 P 可 转化 
为 判定 QQ, 反之 亦 然 ， 

《2) 计 算 问 题 ， 若 六,B 是 两 个 相等 的 量 , 则 计算 A 可 转化 
为 计算 B, 反 之 亦 然 ， 

以 上 两 类 转化 都 是 可 道 的 ， 但 在 具体 运用 时 往往 忽 路 其 中 
基 个 方向 的 转化 ,本 章 愉 好 要 对 那些 通常 被 忽 格 的 转化 给 以 更 


5.1 序列 极限 与 国 数 极限 


大 多 数 微 积分 教材 先 讲 序列 极限 ,后 讲 函 数 极 限 , 这 似乎 是 
认定 序列 极限 比 函 数 极限 简单 ,但 对 于 极限 的 具体 计算 ,你 可 能 
很 难 回 管 两 种 极限 计算 哪个 更 容易 . 序列 似乎 结构 简单 些 , 因 而 
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其 极限 较 易 描述 ;而 计算 函数 极限 时 有 一 些 强 有 力 的 工具 可 月 
《如 LL'Hospital 法则 与 Taylor 公式 )}. 本 节 下 是 要 强调 序列 极 
限 可 转化 为 函数 极限 ,并 用 实例 说 明 这 种 转化 有 时 非常 有 效 ， 

本 节 所 述 的 转化 基于 以 下 原理 : 若 limf (Cx) 存在 (一 必 渤 a 
委 o90) ,由 对 任何 趋 于 a 的 序列 {zj (x 关 4), 有 

limf (Cx,) 一 limf C2). (5.1.1) 

设 已 给 序列 fa,} 要 求 lme 则 首先 应 形成 一 适当 的 表达 式 a 
二 Fr, 然后 应 用 等 式 45. 1. 1). 

531 求 上 一 lim-(Ya 一 VEY ab > 0), 

解 nn 一 oo 相当 于 zz 一 xn71 一 0, 于 是 


i = lim [2 十 a 
2 2 


= limexp{z [lnta’: + 8) — In2]? 
zz 


二 exp limx- :Tnta’ + er) CO— ln2]} 


一 exp| lim 


rz er 十 天 = Ye. 

以 上 计算 实际 上 已 用 到 [Ya 十 YB 127 = f(rn-)， 
fr) 一 [ar 十 8727. 但 这 一 点 只 是 寅 于 计算 中 ,而 不 必 明 
确 写 出 , 仿照 上 题 , 你 自己 可 解 更 一 般 的 

532 设 can > 0， 求 im|l Wa /ml (= 
We 

s33 “” 求 上 一 lim[¢ YE4 十 2373]2 -1. 
解 ”首先 取 对 数 , 然 后 以 一 代 a 
Inf = lim(C2n — 1)[lnt 64 + 2) 一 ln3] 


elna 十 Fling) 
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一 tim | 三 一 1| "lnt6dr + 2) — In3] 


64"1n64 2 
= lim /二 ; 一 1nl6， 


064” 十 I) 
因此 上 一 16. 


由 你 来 解 类 似 的 问题 ， 
534 求 lim[¢ Ya lla,ab >o (= YEY. 


535 求 lim(2 Ye 一 1 Woe] (~ ey., 
536 求 [ = limfcos (Czy/ wr). 


解 。 取 对 数 并 尺 上 代 17 vin， 


lni = limalneos| 于 | 一 limt :lneoszt 
nn ! ti—ly 


.CO SHE 全 
= 上] 一 一 一， 
a es 2 


因此 “一 exp( 一 x*/2), 
类 似 的 问题 是 ， 


537 求 liml ch 


538 求 7 一 lim[C Ya a 一 lna)ytpe YE ny Ca, 
bv > 0). 
解 ”此 题 可 分 两 步 计算 
Himmzn| Ya 一 | = limzr ‘nt(a” — xlna) 


Tr 


= lim ta 一 na Ine 


0 2X — rna) 2 


同 理 


limmtn| 党 下 一 | 一 
村 Ei 
于 是 lnif == 2 inia — nib) ,i = exp[27 (na — lnpy]. 
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5.2 序列 问题 与 级 数 问题 


如 上 节 中 指出 的 ,序列 概念 通常 被 认为 比较 简单 , 且 常 当 作 
极限 论 的 出 发 点 . 而 无 穷 级 数 则 似乎 复杂 些 , 它 在 微 积分 学 教材 
中 排 得 较 后 .这 一 看 法 实际 上 并 不 正确 , 正 是 这 一 看 法 妨碍 了 序 
列 与 级 数 的 相互 转化 . 本 节 要 指出 ,级 数 概 念 与 序列 概念 实质 上 
互相 等 价 . 事实 上 , 设 谎 王 alyz 二 i 十 49 十 呈 十 Qn 这 1)， 
则 序列 {zx} 收 敏 后 级 数 > as 收 伊 , 当 一 者 收 伊 时 ma 一 


> ,4 因此 ,判定 之 ， 收 全 与 式 limz, 的 问题 可 转化 为 判定 2 a， 


收 伍 与 求 和 S = 二 >》) ia., 反 之 亦 然 . 将 级 数 的 收 伍 问题 与 求 和 问 
题 转化 为 其 部 分 和 序列 的 收 伊 问题 是 自然 且 熟 知 的 ,而 相反 的 
转化 则 容易 被 第 略 ,本 节 主 要 强调 后 者 ,这 种 转化 可 按照 一 些 完 
全 标准 的 步骤 进行 ， 

(形成 序列 间 题 ,即将 原 河 题 归结 为 某 个 序列 {x,} 的 收 化 
问题 . 

(i) 转化 为 级 数 问题 , 令 a, = 2, 一 x, 六 1),941 二 x 则 
{x} 收 敏 二 级 数 > av 收效 . 

(i) 判定 级 数 收 全. 

$.2.1 收敛 性 疝 题 

539 ” 设 f(z) 是 单调 减 的 非 负 函 数 ,z. = 2 7GR) 一 


| cadz. 证 明 {z.} 收 化， 
证 令 a = 二 一 二 -1; 则 由 f(x) 单调 减 推出 
oa = /op 一 | fedr2 oo — fo — 1). 


C5. 2.1) 
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由 my7 (4) 存在 并 有 限 推出 > LA(m 一 An 一 1 路 竹 , 平 是 由 


《5.2.1) 及 比较 判 蜀 法 扼 > ,an 收 笋 ,从 而 {z) 收敛 . 

注意 上 述 证 明 中 败 到 丙种 相反 的 转化 :由 序列 {f(x)) 收 语 
推出 级 数 > [Foa) 一 了 ln 一 1] 与 >1a, 收 化 :由 ya。 收 笋 扒 
出 序列 {x,} 收敛 . 

540 设 a, 六 0, 证 明 级 数 》ja, 收 策 全 级 数 >)a。w 2 
V5 VE 十 Te 收 仇 ， 

证 ”由 比较 判别 法 ,只 要 证 和 二 2.5 和 0 十 Te 
收 伍 于 一 正 数 : 后 者 又 归于 证 xz = lny 收敛 . 因 


Dr 
Ja 一 1 


一 ln; vn len "Cn 一 1)*~ io] 
= nor+D+1 一 [+ 却 


2 一 1 一 ln 


lnn 


+ 一 二 me 一 .7 


1 1 1 1 i 

= Fl 1 二 训 j 十 1 十 和 a 一 计 ]in[1 一 翅 | 
-ofl 

= 人 

放 > Cz, 一 zi) 收 敏 , 从 而 {zo) 收 贷 . 

以 上 证 法 是 很 典型 的 :为 证 》)a, 收 误 全 5 收 化 Ca,6 
> 9 只 和 葡 证 -一 lime,/es 存在 且 0 过 ?< oo0; 而 证 后 考 又 归于 
证 z, 二 lnCB/an) 收 伍 ;进而 归于 证 > (zx, 一 5,_1) 收敛 . 这 就 相 
继 运 用 了 三 次 转化 .下 面 你 自己 解 两 古 以 便 细 加 体会 . 

541 设 a 六 一 1,a, > 0. 证 明 级 数 ya 收敛 司 级 数 
yat 二 DC 二 2) 二 ew- 收 化. 
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542 设 a 这 ,证明 级 数 访 la/[Cvl 十 (v2 + 
DWV 十 1)] 收 合生 级 数 记 are a 收 襄 ， 
几乎 所 有 级 数 收 仑 判别 方法 都 依赖 于 某 个 框 关 序列 (级 数 
题 转 化 为 序列 问题 ). 例如 ,用 比值 法 判定 > ,av 收敛 归于 计算 
极限 jimea,-,yass 月 Leibnis 羯 别 法 判定 之 《一 1)"a, 收效 归于 验 
证 a 单调 收 伍 于 0, 而 后 者 又 归于 验证 >;ln(aiyes) 一 一 2， 
这 样 ,判定 > 一 1)"a, 收 化 转化 成 了 判定 级 数 > ln(a ya) 
发 散 ( 和 参考 2. 6. 4). 
543 ”判定 级 数 > (一 1)"nre /ai 之 仇 散 性 . 
解 ” 令 a 一 nn"e "An!, 则 


Ga 1 1 .il 
]n a = nln| 1 | . | 于 一 pn | ol 二 | 

由 此 知 > ,ln(ayiya) 一 一 2( 注 意 3n-1 二 201), 因此 级 数 
> (一 1)"&, 收 谨 ， 

仿 此 ,你 可 以 解 类 似 的 问题 : 

544 设 守 9, 刊 定 级 数 > 一 10"[TC22 一 7177/21 11] 
的 化 散 性 ， (收复 ) 

545 设 s, > ovim| 芝 一 1| 一 之 0, 证 明 级 数 台 (一 
13*e 收效 ， 

证 念 LCesje 一 1] 二 p56 则 5 > 0(n 2), 


一 ln = a :=In| 1 十 之 
由 此 推出 Dln ara,) 一 一 ee, 因此 > (一 1)"a, 收 笋 ， 
在 某 些 情况 下 ,“4, 一 0” 订 由 级 数 a 收 伊 推出 ,如 cpl 
一 0 是 一 平凡 例子 . 亦 可 举 出 一 些 不 那么 平凡 的 例子 . 
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全 一 人 + 


好 


546 设 a 二 R17C2n 一 1711; 证明 &a 一 00 一 050). 

证 ” 国 asyaes= (十 1 十 1 一 172, 故 由 比值 法 知 
>、 收 敏 ,从 而 a. 一 0， 

类 似 地 你 可 解 下 题 . 

S47 证 明 limn "(2n)1: 一 

最 后 举 一 个 用 级 数 研 究 递 归 序 列 的 例子 . 

与 寸 生 给 定 euyaly 字 eg = 产 q 1 十 Ga- 2 2,0 三 p= 二 1 
一 要 之 27; 求 f 二 lima,. 

解 /二 a4 十 避 Ua, a,). 因 

ds 一 Ci 一 一 和 Ge 一 0 一 一 (一 0 fei Ca), 
> ee nl a 1) 
可 上 一 ao 十 《ea ao 人 ( q) CT 二 9 

5.2.2 渐 近 公式 

本 节 中 忆 记 某 个 常数 , 首先 考虑 形 如 A 之 B, 十 分 的 淘 近 公 
式 , 它 等 价 于 A, 一声- 一 CC 或 4 二 BB 十 C86 一 0, 邻 zz, 一 
凋 , 一 旦 出 削 近 公式 4 B, 十 忆 存 在 洁 级 数 >， (人 
收 敏 ,因此 正好 可 用 上 有 段 中 已 充分 奖 明 的 方法 . 

549 ”证 明 当 ”充分 大 时 > 才 … sa Inn 十 CC 

证 令 z 一 1 一 lnn, 则 


x x = rnli | 1 + ol 去 |， 


上 n 2 
因此 >， Cr 一 1) 收 合 , 从 而 {Tz,} 收 仑 于 革 常 数 局， 
注 ”本 题 闵 可 从 是 539 推出 ( 取 (CT) 二 17z) 
550 ”证 明 当 充分 大 时 站 )" (klnk) 7 1nlnn 十 人 


证 令 x, 一 2 Ching)™! 一 lnlnn, 风 


[x 一 一 1 | 


Inlna 十 lnintnr 一 171 
nlnn : 
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| 1 1 
|nlnn Cn — nn — #) 


1 1 
< mn ln — 1) alan 0 ~ 0 < 1), 


由 此 可 见 > (zs 一 zx) 收 伍 ,从 而 要 证 结论 成 立 . 

你 已 看 到 ,以 上 证 明 移 序 已 足够 标准 化 ,用 无 技巧 可 言 . 因 
此 ,你 完全 有 把 所 自己 解决 ; 

551 ”证 明 当 充分 大 时 2) 1/ VR 有 2 Wn 十 人 

552 证 明 当 ?充分 大 时 之 ,nrR 27 nn 十 人 ， 

现在 转向 另 一 类 渐 近 公式 :4, CB,,C 是 正常 数 . 它 给 出 
对 4 与 已 的 一 个 更 粗 的 比较 ,适用 于 4。, 刁 , 随 = 增 长 很 快 的 情 
这 .约定 A, CB.SlimA./s, =CHA, = (C+ eB er On 
二 0). 显然 渐 近 公式 A == CB, 存在 全 交 nCzory/xw) 收 分 ,x 
二 由/ 号 .因此 问题 归于 应 用 已 熟识 的 标准 方法 . 一 些 涉 及 阶乘 
的 渐 近 公式 的 证 明 适 于 用 此 处 给 定 的 方法 . 

553 证 明 21 二 (CC 十 nMie?,C > 0,5,—* 0. 


证 今世 = xin er 则 


nN die 
in2 =in[e1 一 上 | | 


(中 慎 定 理 } 


=11 (2 二 jl 3 = Oi 去 ]， 
见 ynCzsvz1) 收 敏 ,从 而 所 述 渐 近 公式 成 立 . 

你 注意 到 ,尽管 上 题 中 要 证 的 渐 近 公式 个 平 很 精 葬 ,但 用 本 
方 的 “标准 化 ”的 方法 足 可 对 付 , 算 不 上 是 什么 难题 , 你 不 妨 自 
己 解 以 下 两 题 ,你 会 发 现 这 些 题 比 初 看 起 来 容易 - 

$554 证明 C2# 一 1 和 1 一 人 CC 二 EC2n0re CC 人 De 一 个 

555 证 明 ( 人 皇上 二 15 全 十 1 天 十 1) 一 《CC 十 本 ne te 


1 7 


人 


下 面 的 问题 看 来 要 复杂 些 , 但 仍然 不 越 出 已 知 类 型 的 范围 . 

556 设 a 广 Oarp/ar 二 pm + An ,p00,s 1, 
入 有 界 , 证 明 ao = (CC 二 En"p"C > 0,6, 0 

证 邻 zz 二 an"*p 刚 


证 ns] 二 1 
im 一 in a 十 “nl 1 十 关 | lInp 
r A r 1 
一 in| 1 古 十 区 | 十 二 ml 1 十 元 | 
一 了 CI rr LE 
一 np apt T 3p mp ， 


由 此 看 出 > ln(Czr.+ipzs) 收 化 ,从 而 要 证 结论 成 立 . 
上 题 折 述 的 新 近 公 式 非常 清晰 地 显示 出 当 呈 一 ce 对 ao 的 
状态 ,这 对 诸如 判定 >,a。 收 敏 性 这 样 的 问题 有 重要 意义 , 你 不 
妨 考 虑 下 题 . 
ss7 利用 题 556 的 结果 得 出 一 个 级 数 收 敛 判别 法 . 
最 后 ,给 出 一 个 利用 前 述 方法 的 稍 不 同 的 问题 . 
558 设 a > 0,limn[ Cafarri) 一 1] = 二 六 9, 证 明 a， 


Of) 


In E+ = sl le a 
Th Hn + 1 
=aln[1+ 汪 | 一 Iin[1+ 人 于 
= 全 +ol 广 | 
好 
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5.3 重 积分 与 逐次 积分 


5.3,1 化 逐次 积分 为 重 积 
首先 考虑 公式 : 


站 站 于] . . . 
Dedeay 一 jdz| 天 (39y， [53 17 


其 由 Da 二 二 让 cn 二， 二 cz) 为 平面 区 域 ./ 公式 {5.3.1) 
的 主要 功用 是 化 二 重 积分 为 肥 次 积分 ,这 种 操作 必 为 浆 所 蒜 知 ， 
因 这 此 乎 是 计算 二 重 积分 的 唯一 方法 5 即使 用 变量 代 换 ,让 终 还 
得 化 为 逐次 积分 ) ,页 必 经 过 足够 的 练习 ,然而 ,相反 的 转化 亦 有 
用 处 ,但 容易 被 忽 格 ,现在 正 要 子 以 强调 . 

设 问题 是 计算 一 逐次 积分 , 今 要 利用 转化 公式 (5. 3.1) 求 
解 , 则 可 按 以 下 步骤 进 行 : 

《i) 确定 区 域 卫 , 依 55, 3.1) 读 化 为 二 重 积 分 ，; 

(i) 变换 或 简化 此 二 重 积 分 (如 作 变 贡 代 换 )， 

(iiiy 再 依 55. 3. 1) 化 二 重 积 分 为 逐 深 积分 (但 已 不 同 于 原 
来 的 逐次 积分 )1 

《ivy 计算 转化 后 的 逐次 积分 . 


559 求 了 一 |a Ky | = Uy. 
解 ”内 层 积 分 无 法 算出 ,因此 进行 转化 : 
了 一 | dy 


[re 


= | of “diz 一 上 


560 求 J = jaz| ， _sin 3dy + | ar | sin dy. 

- oy 
解 。” 据 逐 次 积 分 而 定 D 1 之 y 之 2 J 和 Ey: 于 是 
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AT : xr) Mx + 2) 
了 一 sia gyddy 一 [ayl sin yr 一 一 
2 


> 


为 能 迅速 且 淮 确 地 确定 积分 域 ;通常 必 鉴 借助 于 几何 上 
的 观察 ,你 试 解 以 下 几 题 . 


wi a 1 


561 来 | 5] dy (= 


1 | | 
562 求 | dz| dy (= 1 — sinl). 
[ EE 


563 求 | ”az| Cr yy) dy (= In 
! + . 1 十 2 
一 2in3)， 
以 下 问题 依赖 于 一 定 的 变量 代 换 . 
564 求 
a 十 wa? £2 
一 | dz| - dy 。 
9 vr ya Oo x Oo y) 


解 。” 和 完 化 为 了 上 的 重 积 分 ;DD: 由 有 十 (y 十 a 一 4 与 
二 一 之 所 围 成 ,然后 用 极 坐 标 : 


了 一 于 drds 上 db dr _ Ee 
| iar Vi 
类 似 地 可 解 : 


s6s 求 | dz| edy (= 于 (+)) 
对 于 3 层 逐 次 积分 有 类 似 的 方法 . 


1 Wi 1— Wz yt dz 
566 求 了 二 | dz| dy| 一 一 一 一 -一 一 …. 
1 YE 本 四 二 


解 ” 先 化 为 了 上 的 三 重 积 分 ,Y :天 十 天 十 人 一 1)2< 扫 1， 
3 社 Dz 1 ;然后 用 球 坐 标 ;: 工 二 reosBsingpsy 二 raingsinyz 一 
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reos 十 1, 刚 
3 dv ™ 1 7 singde 
Yr 1 de yr 二 2reosp —— 1 


nt7—4w2) 
6 。 


一 | e+1- v 到 十 1)dr 


567 求 T= | dz| 人 ad 

解 化 为 重 积分 后 用 球 坐 标 ， 

7 下 | singosgag] ridr = EE VE 1 

本 段 的 方法 常用 来 证 明 一 些 积 分 公式 ,以 下 问题 虽然 简单， 
但 有 其 典型 性 . 

568 设 / e Ca,6], 证 明 | dz| yooday = | 必 一 
yf ydy. 

证 ” 完 化 为 重 积分 ,然后 化 为 另 一 顺序 的 逐次 积分 

| az| fey)dy 一 | ropndy| az 一 | @ 一 yy dy. 

仿 此 ,你 可 解 ， 

569 设 了 Eco， 证 明 | rcodz| rndy = 


了 [reoasT 是 og 


5.3.2 ”化 三 重 积 分 为 逐次 积分 
鉴于 二 恒 积分 较 易 计算 ,在 很 多 情况 下 应 用 以 下 “转化 公 
式 ” 是 可 取 的 ， 


Ty 
fs s,sde = Nazay|” fz sy dz, (5.3.2) 
条 本 ta) 


其 中 局 是 WF 在 zy 平面 上 的 投影 ,曲面 z = z(x,y)(i = 二 1;2) 是 
V 的 “下 底 ” 与 “上 盖 ” 只 要 (5. 3.2) 有 端 之 内 层 积 分 可 以 算出 ， 
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通过 (5. 3. 2) 就 将 三 重 积分 上 /dv 化 成 了 二 重 积 


570 求 1 一 ayede,v 在 第 一 卦 限 且 由 曲面 x** 一 二 
gay by er 1 00 
cz) 所 界 . 

解 7 在 xy 平面 上 的 投影 为 五 :机 xX 六 如 S 委 YA 去 
cafT yy 0 全 芋 一 TYy 浊 二 As 可 将 五 变 为 抢 形 妨 委 芝 入 ， 
cmsci 且 Jacobi 式 了 一 1/2o. 于 是 


Ct i, 
了 一 [zydzady| ， Ee 


Ee 


GE 一 at ， sa 

一 7 ER 十 yy ) dzxdy 
1 
BD 

一 到 一 4; wdu | 二] 

aa 人 2 do 
= | 一 < 人 11+ | + dln 生 ] 

32ea8 2 1 > 1 和 1 | CC rl 


s71 求 7 = jz:av,v 由 曲面 > 二 ay yz 二 by:(y 汪 0,0 一 


= axrz= pra 有 与 x 二 (hk > 0) 围 成 . 
解 ” 与 上 题 类 似 , 但 内 层 完 对 3 积分 ,而 口 为 区 域 .z/P 志 


一 He a [> 1 | 2 ] 了 可 
| y= eo 可 | 由 vz drde 
2| 1 ] ! 寺 一 遍 j 和 
一 271 方 Fil 六 


以 下 两 题 由 你 来 试 试 . 
572 求 1 二 Nayae,y 由 谋面 一 TYyyz 二 Ooy 二 x, 
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二 1 围 成 . (了 一 173641) 
573 求 1 = 由 


27 yy 一 0 围 成 , (I 一 Ba/9) 
车 被 积 录 数 仅 含 一 个 变 元 ;例如 x; 出 可 用 以 下 公式 直接 将 
三 重 积分 转化 为 定 积分 : 
evas 一 | fe)S Cde, (5.3. 3) 


了 dos 由 曲面 = 一 Diz 一 Gy 一 


其 中 Stz) 表 站 被 平面 Z 一 = 所 截图 形 D. 之 面积 . 当然 , 仅 当 
Stz) 容易 求 得 时 公式 (5. 3. 3) 才 是 方便 的 . 
574 求 / = aw,v 由 曲面 x 一 十 二 与 .十 


十 (zz 一 ga)* 二 a 所 界 . 
解 ” 几何 上 的 观察 得 出 ,DD 是 半径 为 v22z 一 说 (车 0 < 
df2) 或 war 一 2( 若 a12 过 zx 之 a) 的 加 ,因此 


ee 


ER 

1 一 | 2 (2a2 — a de +1 <| za — 人 之 

丰 本 
Sora 
480 
2 2 vy ba 

575 求 了 一 十 ar 去 十 rT 和 ] ,< 辣 ， 

呈 


解 仍 用 公式 65.3. 3), 但 以 y 换 zDD, 是 半 个 椭圆 :ee 
二 ce 和]1 一 上 yx 守 0, 其 面积 SCy) = 2 imac(l 一 yi). 


于 是 


以 上 两 题 表明 ,为 应 用 公式 (5.3.3) ,人 硼 定 2 与 S58(z) 是 关 
键 的 ,而 (5. 3. 3) 中 定 积分 的 计算 往往 不 成 问题 . 
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了 2 i 
S76 求 1 一 上 (A 二 By: + Cr)dv, Y: 二 十 到 二 去 私 


1( 和 参照 题 497 ~ 499). 
解 ” 用 题 577 的 算法 得 用 wdv 一 4rape/15. 于 是 让 对 称 性 
由 
得 出 了 = 二 (4/15)rabe tAa? 十 Be 二 + Ce'), 
577 求 了 一 中 ce 二 yy 十 zdoVx 十 虹 三 二 0s < 
则 


解 ”首先 由 对 称 性 得 了 一 | =do; 然 后 用 公式 (5. 3. 3) 得 


下 
I =|* " nzidz = Ah’/d, 
a 


5.4 曲线 积分 与 二 重 积分 
设 喇 是 一 平面 区 域 , 工 是 号 的 边界 , 沿 工 正 疝 行进 时 保持 DD 
在 左边 ,P, 恕 是 吃 十 世上 的 连续 可 徽 函 数 ,著名 的 Green 公式 
| .Pas 十 QQdy 一 由 ee — Pdzrdy 《5. 4.1) 


可 用 来 实现 两 种 互相 友 向 的 转化 : 
Ci 化 左 端 的 曲线 积分 为 右 端 的 二 重 积分 ,@, 一 了, 意 简 单 
(最 好 是 Q@, 寺 了 P,!) ,这 一 转化 愈 有 利 . 


GD 化 给 定 的 二 重 积 分 4rdy 为 则 线 积 分 |, Pd + Qay 


因 不 易 找到 适当 的 落 数 卫 ,Q@ 使 得 二 Q: 一 了 P,, 这 一 转化 难以 
实现 ,只 用 于 某 些 特殊 情况 ,如 面积 的 计算 . 
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5.4.1 化 曲线 积分 为 二 重 积 分 
578 求 工 一 | Tiydr 十 ry:dy. 


lz1+lxl ml 


解 ” 直 接应 用 (5.4,1), 并 用 对 称 性 得 


I= |‖ -drdy=0, 
ir|lr is1 
579 求 了 一 | e” Ceos2xydr 十 sin2zydy)， 


电 
za? 


解 ” 对 此 题 有 @, 寺 了 ,I 二 0. 

应 用 公式 (5. 4.1) 时 ,很 可 能 天 忽 的 事情 是 ; 验 明 工 确 围 成 
五 且 卫 ,和 在 五 十 工 上 连续 可 微 . 当 这 些 条 件 下 不 满足 时 不 能 直 
接应 用 C5.4.1), 不 过 , 仍 有 以 下 变通 办 法 来 扩大 Green 公式 的 
应 用 . 

(a) 着 土 非 闭路 , 则 以 最 有 利 的 方式 将 其 补 成 闭路 ,例如 补 
入 线段 34 得 出 闭路 了 ,4 , 睛 是 工 的 起 迄 点 . 此 时 可 将 公式 (5. 4. 
1) 修改 为 : 


| Pdzr 十 忆 dy 一 士 | ee. — Pdzdy 十 | Paz 十 人 dy， 
卫 
也 A 


£5. 4. 2) 
其 中 上 为 矿 所 围 区 域 , 土 号 决定 于 工 之 方向 . 当 A42 平行 于 坐标 
轴 或 一 , 妨 在 48 上 为 零 时 应 用 公式 (5.4. 3) 最 为 在 利 ， 
人 by 若 工 是 闭路 , 除 DD 内 某 点 4 外 厂 ,@ 过 续 可 微 且 &; 
P,COPdz + Qdy = dr) ,1 


出 


| zaz 4 Qdy = | Pdz + Qdy, (5.4. 3) 
- 7 


其 中 忆 是 局 内 与 上 同一 方向 环绕 “ 奇 点 ”4 的 任何 闭路 , 适当 选 
择 忆 ,可 能 使 积分 简化 、 
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S80 求 了 工 一 [ wo 十 dr 十 yExy 十 lntxw 小 
wr 二 ydyLy 二 sinr(0 近 和 
解 ”显然 应 补 入 “* 张 在 马上 的 强 *”, 以 围 出 “ 举 月 形 * 吃 , 然 
后 应 用 (5.4. 2) 得 ; 
了 一 一 || ydzdy 十 dz 
| | 


_ 4 in2 2 Tm mm 于 4 
jj yay + 一 于 一 条 
81 求 了 一 | 《esiny — myjdz 十 【ercosy 一 mydys 工 是 


从 原点 到 (a,0) 的 上 半圆 周 y= 二 Wax 一 x. 
解 ”类 他 于 上 题 , 补 和 一条“* 荡 ”, 且 注意 消 此 弦 的 积分 为 
零 , 了 一 一 mxra2/8， 


582 求 了 一 ,Le YF+ry =aa1, 
解 ” 工 内 部 含有 “ 奇 点 ”C0,0) ,不 能 直接 用 Green 公式 ,但 


观察 到 


dy 一 训 d| 半 | 
LY yor ZL larete > 
2 darctg 37» 


了 了 
| 
本 
可 以 粮 硬 4 十 拓 一 1 换 工 ; 
了 一 | zdy 一 ydz 一 ji 2dzxdy = x. 
4zz 十 ?2 一 了 4 十 os1 


上 面 最 后 一 步 用 了 Green 公 斌 , 你 不 应 有 这 样 的 疑问 ;存在 
奇 点 C0,0) ,如何 能 用 Green 公式 呢 ? 实 际 上 ,改换 积分 路 径 后 ， 
被 积 表达 式 已 简化 为 rdy 一 ydzx, 固 而" 奇 点 ”0,0) 已 被 消去 
了 .， 
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。 oo YYzdy -- yt) 2 2 一 
583 ” 求 工 一 | re ‘Ly i. 


解 ”被 积 表 达 式 可 写成 2 'darctg(y/x)*, 故 有 
了 一 : | YYfxdy 一 ydr) 一 站 4rydrdy 一 0. 
2 十 二 1 eg] 
注 如 不 易 看 出 被 积 表达 式 为 全 微分 ,可 直接 验证 , 除 言 
点 C0,0) 加 剧 有 
习 Ty | 已 站 Ty | 
Ed 十 yy! TT | 4 十 yt ' 
一 _ xdy 一 ?qz 
与 全 入 求 【 二 | ar: 十 2b7y ey a> 
yl 
解 ”类似 于 题 582, 易 验证 被 积 表 达 式 为 全 微分 . 条 件 ac 
六 六 推出 二 次 型 gq 二 ax? 十 248xy 十 cy 正定 ;因此 (0,0) 是 唯一 
奇 点 ,; 且 工 : PF 二 1 是 椭 贺 ,二 是 
1=| Ty 一 ydzr 一 29 ， 
L 


5 是 精 贺 # 过 1 之 面积 . 由 是 401,5 一 zy/ Vac 一 右 , 因 此 1 一 2x/ 

58s。 求 1 一 | “ 宫 寺 , 工 是 环绕 原点 的 简单 闲 曲 线 “ 
=axzt Byww = Yr yd BY, 

解 ”条 件 a8 去 BY 鹤 由 仅 当 z 一 y 一 0 时 ,ut 二 vb 一 0, 天 
此 (C0,0) 是 唯一 奇 点 ,a 十 v? 二 1 是 椭 图 .于 是 

I = | sdn — ud = | (BY — of)tydz — xdy) 


Wo n+ 


= 2(08— B87) | dady = Fp 


最 后 一 步 用 到 题 401. 
看 过 题 582 ~ 585 之 后 , 你 已 能 形成 某 些 综合 注 结 论 . 设 要 
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求 积分 了 = | R-:CPdz + Qdy), 工 是 闭 曲线 ,内 部 有 唯一 点 ， 
如 (0.0) ,使 RC0,0) 一 0,R-1(CPdzx 十 Qdy) 是 全 微分 ,DD 是 工 的 
内 部 ,了 了, 包 在 DD 十 虐 上 连续 可 微 , 则 
I= | 了 dz + 如 dy 一 le — Pdzxdy. 
某 些 特殊 形状 的 第 一 类 曲线 积分 可 转化 为 第 -- “类 曲线 积 
分 ,然后 应 用 Green 公式 . 以 下 是 两 个 典型 例子 . 
586 求 1 二 | cosC41n)ds,4 是非 零 常 矢量 ,n 是 闭 曲 线 工 
的 单位 外 法 舌 . 
解 设 各 一 af 十 aa 天 一 2 十 1 和 可 设 14| 一 1, 由 
cosCAn)ds 一 :Rds = Coanm + dans)ds 
= aldy 一 asdz， 
其 中 用 到 等 式 ds 二 dy ,rods 二 一 dz{ 这 可 从 几何 观察 得 出 ). 
于 是 


了 一 | ady 一 dsdxt 一 | dtaiy — asx) = 0, 
- 所 


587 求 了 ~ |r .nds, 工 是 包 图 区域 呈 的 简单 闭 曲 线 ,r 一 
zi 十 yj vn 同上 题 . 


解 ”类似 于 上 题 ， 
7 了 一 | zay ydz—2 azay = 25, 
是 也 之 面积 | 


5.4.2 化 二 量 积 分 为 曲线 积分 
主要 的 应 用 是 依 以 下 公式 计算 面积 


azay 一 | Xdy 一 一 | ydz 一 3| zdy 一 ydx. 
上 上 于 2 LL 


(5. 4, 4) 
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588 求 由 曲线 天 :Crzyje 和 十/ 一 zy 戈 00a8D0 
半 节 1 与 了 ?办 所 围 区 域 已 之 面积 仿 
解 用 公式 (5.44), 并 令 工 一 afcosty2 二 b(sint)2"， 


后 一 3| dy 一 yd 
2 JJ 
2 
一 呈 | Csinteost)*" dt 


= pl, Lt 
| . | (参考 是 65). 
589 求 曲 线 工 ;x 二 cost 十 tsint,y 二 8int — fcost(t0 1 之 
2x) 与 工 二 1 所 围 区 域 忆 之 面积 人 
解 ” 当 上 从 0 增 至 2r 时, 工 从 (110) 出 发 绕 过 原点 止 于 点 


(1, 一 27). 设 也 的 边界 为 荆 , 则 
5 一 ;| zdy 一 ydqz = 二 | ed 十 | dy = 于 十 区 
2 Jr 2 jn 2 -ar 3 


注 上 上 例 表 明 ,积分 二 | zdy 一 jd 不 一 定 比 看 来 更 简单 


的 积分 | zdy 难 计 算 ， 

590 求 曲 线 工 :了 一 路 一 引 ,y 一 2 一旦 所 围 面 积 有 

解 “本题 的 特点 是 参数 上 的 变 程 尚 待 确定 . 因 x G2) = 2(1 
一 所 ; 帮 ztz) 在 i 之 1 时 增加 ,t 半 1 时 减少 , 仅 当 2: = 0,2 时 江 () 
二 0, 其 次 ,y(0) 一 ?52) 二 0, 可 见 (0,0) 是 工 的 唯一 自 交 点 , 故 
取 0 志 +t 守 2. 于 是 


避 一 | zay 一 [ C2 — £2 (Cd — 37) dr 一 


8 
15° 


除 面 积 计算 之 外 ,还 有 少数 二 重 积分 可 化 为 曲线 积分 计算 . 
试看 以 下 例子 . 
591 求 工 一 中 【十 1 37)dxzdyga 0 0). 


二 
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和 解 首先 用 对 称 性 将 积分 域 缩 至 1]/4, 然后 用 公式 (5. 4， 
1 并 注 意 (Czry” 二 y"), 得 I= 二 8| xy"dy ,Lr 十 yy 二 ](z,y 守 


0), 人 礼品 一 cosi 一 sin 得 


了 一 [i sint) el cost)} gs 
Nin 
从 n x 

利用 上 题 可 解 

: 一 -到 | 

592 求 je 十 vw)drdy | .本 由 

593 求 由 Ca 十 5y2drdy 【一 2 ww 2). 

Pop tt] 


594 求 1= 中 (szz + yjdrdy, 


I 
解 了 工 一 | (x 十 xy Ydy 一 | Tdy 一 X. 
Il 于 十 说 一 1 
595 求 了 一 || yazdy,D 是 曲线 Zr 一 ac 一 sin9,y 一 
和] 


el 一 cosi0O<s ts 2r) 与 xz 轴 所 围 之 区 域 . 
解 。 利用 公式 {5. 4. 1) 并 注音 工 的 方向 ， 


1 a 2 35xa+ 
1 一 | 3 ”一 S| 一 如 S 一 本 
3 Ey 人 了 | 《1 — cost) dt 2 


5.5 曲线 积分 与 曲面 积分 


设 3 是 一 双 侧 曲面 , 工 是 5 的 边界 , 沿 上 的 正 向 行进 时 保 持 
3S 的 指定 侧 在 左边 ,P,Q@,R 是 S 十 上 的 连续 订 微 函数 ,与 
Green 公式 相对 应 的 Stokes 公式 


dzrdz dzdx dzxdy| 


可 可 0 
| Pdzr — @dy + Rdz = | 区 3y EE 
| LE th 
a Q RR 
C5. 5. 1) 


主要 用 来 化 曲线 积分 为 曲面 积分 . 应 用 (5. 5. 1) 时 要 注意 ,以 工 
为 边界 的 曲面 不 是 玲 一 的 , 仅 当 对 茶 个 适当 选取 的 SS,(5, 5.1) 
右 端 便于 计算 时 ,利用 公式 人 5.5. 1) 才 有 价值 . 涯 元 是 平面 曲线 
时 一 般 应 取 汪 为 工 所 围 之 平面 块 . 

596 求 I= 二 LG — zdx (z— rdy (ro ydez,L: 
十 十 二 ay 二 Xtgat0 之 4 之 wi12), 从 Xz 轴 正 和 癌 看 去 工 
为 及 时 针 方 向 . 

解 设 ? 为 工 所 围 之 圆 盘 ,其 法 矢 与 zx 轴 正 向 夹 锐角 , 则 由 
《5. 5. 1) 有 

了 一 一 人 jayas 十 dzdz 十 dzrdy 


一 一 2 | sina — cose)ds 一 Zna: (cosa — sine). 


597 求 1 一 | y+ Ddzt Ce +2)dy Ct 3)dz,L, 


十 六 十 2 二 aix 十 yy 十 2z 二 0, 从 z 轴 正 向 看 法 工 为 反 时 轩 
方向 ， 
解 设 3 是 工 所 围 圆 盘 ,类 他 于 上 题 ， 


了 一 一 ayaz 十 dzdzx 十 drdy 
六 
(用 对 称 性 ) 二 一 3 (axay 一 一 /Fra. 
$ 


上 题 的 积分 亦 可 如 下 计算 (参考 4. 4,5.6): 
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了 一 | >dz 十 xdy 十 dz 一 | yaz 
一 3 ydx =— 36=— 3a’, 
其 中 工 ,, 是 工 在 zy 平面 上 之 投影 ,o 是 二 所 围 面积 (参考 是 
4017. 
598 求 二 | az 十 xdy 十 xdzsy 工 :2 十 六 十 守 二 4417 
十 y 二 2; 从 z 轴 正 向 看 去 工 为 反 时 针 方 向 . 
解 设 3 为 工 所 畏 圆 盘 , 则 其 面积 为 2r, 其 法 矢 之 方向 余 
弦 为 2 /2, v2 /2,0, 因 此 
了 一 一 jdz 十 可 zxdz 十 dzrdy 


=-- 儿 至 + 呈 j 几 =-: 2 


S09 求 了 一 | yzdz 十 zydy + zede Lz + y=2y,y = 
xz* 从 = 轴 正 向 看 去 工 为 反 时 针 方 向 . 

解 设 ? 为 工 所 围 本 区 , 则 其 法 矢 之 方向 念 蓄 为 0, 一 
w 2 42, 2 /2, 于 是 

7 一 一 | -aeaz 十 ydxdy = 访 ls — zydS = 0, 


最 后 一 步 用 到 SS 关于 ye 的 对 称 性 . 
609 求 1 二 | art (GadyL Cr Wadesl, 
十 六 二 aia zz 十 1 一 1, 有 从 工 轴 正 向 看 去 工 为 反 时 针 方 
向 . 
解 ” 设 5 为 L 所 图 粒 图 截面 , 则 其 法 所 之 方向 余 蒜 为 b/c， 
0,aAc ,其 面积 为 xac ,ec 二 ya? 十 可 ,于 蚌 
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了 一 一 人 | ayaz 十 dzdz 十 dxdy 


一 2 | < 43 = 2xata + 5). 
E 


亦 可 化 为 平面 曲线 积分 (参考 5): 
了 一 | yaz zdy 4 [zay ydz 一 一 2xata 十 6). 
i dz dy dx 


cosg cosBd cosy 


601 求 = , 工 是 平面 xcose 十 


工 3 之 
yc0s8 十 xcosy 二 pp 上 的 简单 闭 曲 线 ,L 所 图 平面 过 S 之 面积 为 
Ftosg,cospcost 是 平面 法 矢 之 方向 休 弦 ， 

解 ”依然 用 公式 (5. 5.1)， 


i=2 eosadyaz 十 cosBdzdz -|- cos7dzxdy 
Ey 


一 2 cosia 十 cosiB 十 cos:Y)dS 


dS 一 20. 


5.6 平 看 与 空间 曲线 积分 


平面 曲线 积分 无 疑 比 空间 曲线 积分 简单 ,因此 有 必要 考虑 
化 空间 曲线 积分 为 平面 曲线 积分 的 方法 ,而 这 正 是 本 节 所 要 作 
的 . 

设 工 是 一 空间 曲线 , 乙 , 是 上 在 zy 平面 上 的 投影 ,其 方向 与 
工 一 至 (这 童 味 着 上 顺 次 的 两 点 对 应 工 ,, 同一 序 向 的 两 点 ); 
上 y 与 上 -: 仿 此 , 设 P,Q, 尺 是 在 包含 工 的 某 区 域内 有 定义 的 函 
数 . 若 卫 ,@ 与 < 无 美 , 则 有 如 下 转化 公式 ， 
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| rar + Qdy = | Pdz + Qdy. (5.6. 1) 
了 


了 


从 几何 观察 看 来 ,公式 (5. 6. 1) 是 很 自然 的 ,如 果 你 已 充分 理解 
曲 释 积分 的 定义 ,不 难 给 出 公式 (5. 6.1) 的 严格 证 明 . 通过 轮换 
字母 ,可 写 出 “投影 到 ”LL 或 上 ,上 的 积分 公式 . 一 般 地 . 若 有 分 
解 


Pdz 二 Qdy + Rdz 一 
{Pdzx + dy) 十 (QQ:dy dt Rdz) 十 (Pdz + Rdz), 
C5. 6. 2) 
使 得 了 P,Q. 与 z 元 关 ,Qi ,Ri 与 x 无 闫 ;P21Ri 与 y 无 关 , 则 有 公 
式 : 


| ,Paz 十 Gay 十 Rdz 一 


| Pidr 十 Qudy 十 [ Qody 一 Ridz 十 | Ridz + Pdx. 


£5, 6. 3) 
分 解 式 45.6. 2) 固然 不 常 有 ,但 在 许多 常见 的 简单 情况 下 是 可 
行 的 ,因而 公式 (5, 4. 3) 不 乏 其 用 ,本 节 的 例题 将 足以 说 明 这 一 
点 ， 


602 求 1== [EE + zidy + yrdes Die ya 
工 十 z 三 4, 从 z 轴 正 向 看 去 工 为 反 时 和 针 方 向 . 
解 ”首先 由 对 称 性 断定 | yd 一 0,7 一 2| xidy( 参 考 4. 
4) ,然后 用 (5. 6. 1) 得 
= 2| zx‘dy 二 4 zazay, 


Py 


其 中 局 是 工 ,, 所 国之 区 域 . 因 之 重心 为 (ayz,0), 其 面积 为 
rta vA 2):/ 2 = 二 V2 xa’/4, 故 (参考 3.5.2) 
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1 4 2na _ Yra 
| 2 4 2 


603 求 7 一 | (x zi dr {et 一 x)dy | (Cr: CO— yi)dz, 
LA 十 六 十 2 二 qt 十 十 > 一 0, 从 = 轴 正 向 者 去 工 为 反 时 
针 方向 . 

解 直接 利用 公式 (5. 6.3) 得 

了 一 | yz 一 :dy 十 | xzdy 一 ydz 十 | xidz 一 dr 


Ly 


三 五 十 十 二 
设 也 为 上 ,所 围 区 域 , 则 由 Green 公式 与 对 称 性 得 
T= 2 | (rt ydrdy = 0. 
| 


同 理 , 一 了 一 0, 因 此 了 一 0 

你 不 妨 用 Stokes 公式 解 上 题 以 作 验证 . 

604 求 1 二 | 十 zdy 十 zdz yi 十 十 2 二 dy 
一 *, 从 z 轴 正 向 看 去 为 反 时 针 方向 . 

解 ”首先 注意 | ydz 一 0, 于 是 7 一 | =dy 十 | xdz 一 三 十 
1.. 设 口 为 已- 所 围 区 域 , 刚 


2 
了 一 | zdy 一 一 Nayas 一 一 了， 
! ys A 2 


类 似 地 可 算出 1 = re Y2 ,因此 T= 0. 
D5 求 1= | ydr + zydy — yzdesL ixt + y= 2y1y = 


z; 从 z 轴 正 向 看 去 工 为 反 时 针 方 向 . 
解 。” 用 (5. 5.3) 作 分 解 ， 


1=| ydr + xydy 二 | yzdz 二 了 荆 十 142. 
Ls Le 
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不 难 算 出 五 一 一 Fr 天 一 0, 因 此 了 一 一 区 
606 求 了 一 | zsaz xdy ydziLzs = ry z= 
z, 从 < 轴 正 向 看 去 荆 为 反 时 针 方 向 . 
解 类似 于 上 题 作 分 解 : 
了 一 | xXydzt 十 dy 十 | ydz = 1 


oy Ly 


算出 1 一 TA8 7， 一 站 ,得 了 一 /8， 
为 验证 以 上 几 题 的 结果 ,你 不 妨 用 Stokes 公式 再 算 一 遍 ， 


5.7 此 面积 分 与 三 重 称 分 
设 7 是 一 空间 区 域 ,s 是 站 的 边界 面 ,函数 了 :总 , 民 在 站 十 
3 上 连续 可 微 .著名 的 Gauss 公式 
|Payaz 十 dzdzx 十 RAxdy 一 时 ee。 十 Q, 十 Rdv 
和 四 
{5. ?9.7 
的 主要 功用 是 化 曲面 积分 为 三 重 积分 ,(5. 7. 1) 左 端 积分 是 对 5 
外 侧 求 的 . 应 用 公式 (5.7. 1) 通常 有 明显 效果 , 当 S 由 多 块 曲面 
拼 成 因而 (5. 7.1) 左 端 不 易 直 接 计 算 时 尤其 如 此 . 
607 求 1 二 [zdyas 二 yzdzdz 十 2 vw 二 dzrdy;S 蚌 
由 山 面 x 十 十 光一 a 二 Td 及 xz 一 Yr 十 六 
所 国立 体 之 外 表面 . 


解 ” 直接 用 (5. 7.1) 并 用 于 坐标: 
了 一 cx 二 wr 二 vy)dv 


4 3 5 
= zr| singdyg| (2cosgp + sinp7sdr 一 入 Cr 十 272+4， 
0 | 
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608 ” 求 工 一 esdyas 十 yzrzdzxdz 二 zyxdixrdyw,5S 是 由 山 面 


zx 二 ry 0 ,177 十 六 二 1 及 三 坐标 面 所 围 立 体 V 之 
让 表面 . 
解 ”直接 用 (5. 7.1) 并 用 柱 面 坐 标 ， 
工 一 es 十 十 27)dvw 


下 


A ,ST 
= 于 | rar| ce 十 = )dz 二 18 


609 求 1 二 | zdyas 十 zydzdzr 十 yzdxxdy ,SS 是 由 曲面 zx? 
十 :一 aiyz 一 (kh > 0) 及 三 坐标 面 所 围 立 体 Y 之 外 表面 . 
解 ”用 公式 (5. 7.1) 并 考虑 到 对 称 性 : 


r= ty ted =2 d+ 
下 请 


2 
3 8 ’ 
其 中 用 到 下 的 重心 坐标 zz = /2( 参 考 3.5. 2]. 


10 求 了 = aayds 十 ydzdz 十 z:dxdyS 是 VW;(x 一 


3 
a 十 (y 一 上 ?十 (z 一 cc) 壕 Ri 之 外 表面 . 
解 。” 用 公式 (5.7.1) 及 重心 公式 ,== (8/3)rR?(a 十 6 十 
cy. : 


611 求 1 二 | sdyax 十 ef eye) 4 yjdzdr + 


[As 十 zxdy,S 是 由 有 曲面 zx: 十 y 十 xz: 二 17 赴 六 
十 二 4 及 zx 二 YX 十 所 围 立体 VW 之 外 表面 ,ff E Cl. 
解 。 用 公式 (5. 7. ] ) 并 用 球 举 标 ， 


7 一 se + y+ dv = Pa(2 一 VB). 
VY 
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著 仿 下 一 {P,Q@Q;R},# 记 SS 之 单位 外 法 笑 , 则 (5.7.1) 可 和 写 
成 (参考 5.8. 1) 


[le . nds = 由 aveav. (5.7. 2) 
这 一 :和 所 量 写法 有 时 更 为 方便 . 
和 
612 求 1 = | eas.s 是 立体 下 之 外 表面 ,一 {x， 


Ys} sO r| sh 是 5 之 单位 奸 法 舌 ， 
解 ”首先 注意 工 = | 一 . nds. 若 V 不 合 原点 ,如 


本 


了 一 Naiv esrav 一 人， 


.车 了 7 售 原点 , 则 不 能 直接 用 Gauss 公式 ,对 于 这 种 合 “ 奇 点 ”的 情 
况 , 有 一 个 类 似 于 曲线 积分 的 结论 (参考 5.4. 1);: 当 divF 一 0 时 


中 :mas 与 g 的 选取 无 关 , 只 要 8 包围 唯一 的 奇 点 .在 本 题 中 取 
5 为 球面 > 二 1, 然 后 用 Grass 公式 ， 


r= | nds = 由 3dv = 4T。 


与 $.4 中 “ 补 或 闭 曲 线 " 的 构 法 相对 应 ,此 处 可 考虑 “ 补 成 闭 
曲面 ”的 技巧 “ 补 瑞 ” 最 好 是 平行 于 坐标 面 的 平面 块 ; 当 被 积 函 
数 在 其 上 为 零 时 尤 好 . 

613 求 二 [ayae 十 yxigzdz 十 xy:dxdys5 是 曲面 z 


一 VO 一 避 一 恋 之 上 侧 . 
解 5 加 下 底 后 围 成 半球 体 了 ,于 是 
le 
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(参考 题 497). 
614 求 了 =- | ee — 2xy)dydz 二 (yO— yzydzd.r 十 《1 
写 


一 2xy}dzxzdy,S 同上 题 ， 
般 类 世 于 上 题 , 且 考虑 到 对 称 性 : 
‘=2 下 [1 一 2ry}dzxdy 


2 


一 一 了 je 十 有 dd 


= Wa’ — 2 ra 
他 用 公式 (5. 7. 1)， 即 化 三 重 和 分 为 曲面 积分 的 机 会 其 
除了 体积 公式 


Li 


ja 一 一 yayae 十 ydzdz 十 dzdy 
外 ,只 有 一 些 很 特殊 的 例子 . 试看 一 合 ， 
615 求 了 一 名 dvfrsrIdmr = 17 ,rr = Ir|. 


zs 


和 解 。” 由 公式 (5.7.2)， 
了 一 j rir*rds 一 jl d's 一 dX. 


1 + 


5,8 第 一 与 第 二 类 曲面 积分 


第 一 类 与 第 二 类 曲面 积分 自然 不 同 . 不 过 ,对 于 二 者 的 差 
别 , 你 从 现行 微 积 分 学 教科 书 中 获得 的 印象 可 能 过 于 强 列 了 ,以 
至 常常 忽略 二 者 的 密切 联系 , 因 币 失去 许多 互相 转化 的 机 会 . 本 
节 就 是 要 唤起 你 对 这 种 转化 的 重视 . 

首先 ,你 应 热血 以 下 基本 公式 ，; 
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Pavaz + Qdzdzr + Rdzdy = [le -ndS, (5.8.1) 
其 中 下 = {了 ,人 @,R}yn 是 曲面 5 的 单位 法 矢 , 它 指向 曲面 的 指定 
一 侧 . . 
5.8.1 第 一 种 转化 
公式 (5. 8. 1) 主要 用 来 化 其 左 端 的 第 二 关 曲 面 和 分 为 第 一 - 


类 昌 面 积分 | .ndS, 当 吾 .m 或 ds 比较 简单 时 (如 当 5 为 球 
面 、 锥 面 或 柱 面 时 往往 如 此 ) ,这 种 转化 特别 有 利 . 实际 上 ,在 5. 
5,5.7 中 已 用 过 这 种 转化 了 . 下 面 是 进一步 的 例子 . 

15 求 工 一 Jeasa: 十 ydzdz 十 zdxdysS 是 球 画 rx 十 
十 z? 二 qa? 之 外 侧 . 


解 邻 rr 一 1{ {zys 作 以 下 保留 此 记号 ), 则 /ae 是 5 的 单位 
外 法 矢 , 于 是 依 55. 8g. 1) 有 


了 一 下 —a Jas= dna’, 


二 (0 之 之 加 之 上 侧 . 
解 。 几何 观察 看 出 rn 一 0,n 是 5 的 法 所 ,因此 了 = 0. 
618 求 1 二 ||zdyds + ydsdz 十 xdxdy,S 是 柱 面 2 十 


二 100 志 zz 之 3) 之 外 侧 . 
解 ”S 的 单位 外 法 和 拓 n 二 {zx,y,0), 因 此 


:= ‘mis = as = sr. 


5 


6&19 求 了 一 eyde 一 dzdx 十 2xdxdy,5 是 曲面 > 一 2 
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十 yi((z,y) 人 DD) 之 下 侧 ,DD 由 xz 一 1 一 六 与 x 一 六 一 1 围 成 . 
解 ” 令 下 = i 一 1， 37 :号 的 单位 法 矢 ( 朝 下) = {2x, 


一 .ndS 一 ydS - 
{ lr > | 
二 -~~ 2 Nyaxay 二 0 用 对 称 性 ). 
你 大 概 已 从 上 面 的 解 深 中 看 出 某 种 规律 ,那么 请 你 解 下 上 题 . 


620 设 S 是 曲面 z 一 zx ,W(tr,y) EDD) 之 下 全 ,PP,Q， 
刃 在 9 上 连续 ,证 明 : 


| Payas 十 @dzdzr 十 Rdxrdy 一 | ec 十 =,@Q OO— RY)drdy. 
3 Dn 


(5.8. 2) 
作为 应 用 公式 (5. 8. 2) 的 例子 ,请 看 ; 
621 求 工 一 jaxaz 一 zdzdz 十 zedzrdy 是 锥 面 x 一 


提 


YT 二 Ty 1) 之 上 侧 . 
解 。” 直接 用 公式 (5. 8, 2)， 
了 一 je 十 ydrdy 一 35- 
5.8.2 第 二 种 转化 
有 反问 应 用 公式 C5, 8. 1) 似乎 有 难处 . 首先 ,给 定 一 个 第 一 次 
曲面 积分 | /as， 一 般 难以 找到 恰当 的 ,使 六 二.n; 即 使 已 有 
这 样 的 表达 ， (5. 8.1) 左 端 之 积分 亦 未 必 容 易 计 算 . 不 过 , 仍 可 


举重 说 明 , 化 第 一 类 曲面 积分 为 第 二 类 曲面 积分 的 转化 是 有 用 
的 
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622 求 了 一 jc 十 y 十 =)ds,3:z 一 wa ro— ye. 


Ss 
解 ” ”5 的 单位 法 先 n = 二 ri/a; 而 XY 十 yy 十 2 二 Fi 二 {a， 
a4): 于 是 依 (5, 8.1) 有 


T= | "RdS 一 4 |adz 十 dzdx 十 dzdy 
入 才 
= 上 a Nazay — na’, 
5 


注意 上 题 可 用 1 = | >as 直接 计算 , 放 上 面 的 解法 并 无 明 


3 


显 好 处 . 下 面 的 例子 也 许 较 有 意思 . 
623 求 1= Je 二 六 十 zdS,5 同上 题 ， 
本 


解 误 F:0 和 gz 委 YY 和 一 下 一 昂 , 用 (5.8.1) 并 用 Gauss 


公式 


T=a frayds + yi:dzdz + zdxdy 
5 


5 


一 2a | + y+ do = ze 用 ae = 了 
I Vw 


z 2 2 
624 求 1 = as,s: 却 十 加 十 专 一 1,5 是 原点 到 8 的 
号 


切 平面 之 距离 . 
解 ” 以 an 记 SS 的 人 奸 向 单位 法 矢 . 由 几何 考虑 得 出 p= 二 rn， 
于 是 {参考 5. 7. 2) 


i fe " nds 一 aivrae 
5 下 
二 3 la = drabe, 
V 


其 中 Y 记 酉 球体 ， 


理解 了 上 题 你 就 能 证 明 ， 
625 ” 设 5 是 围 住 体积 六 的 光滑 闭 曲 面 ,e 是 原点 到 3 切 平 
面 之 距离 ,证 明 Jeas = 3y. 


626 求 工 一 上 党,s 与 。 依 题 624. 


解 “ 依 题 624 中 的 记号 ,有 
t= | nds = div Geriryde. 


算出 pr 一 artz2 十 和 十 csdivCorer) 二 5p, 干 是 
， 2 2 ， 

了 一 5 [ 环 十 站 十 |dv 

上 


lia: a c+ 
外 
= | 上 声 十 二 | (参考 是 498). 


5.9 Taylor 系数 与 Fourier 系数 


5.9,1 Taylor 系数 

若 f(x) 能 展开 为 > 的 矫 级 数 ;F(r) 一 ,oar"( 称 为 
Taylor 级 数 ), 则 其 系统 a.( 称 为 Taylor 系数 ) 可 吕 为 : 

ar 一 FOX 一 0,1.2,…， (5.9.1) 

公式 (5. 9. 1) 是 联系 微分 学 与 级 数理 论 的 一 个 重要 结果 . 不 过 ， 
你 或 许 有 点 看 轻 公 式 55. 9. 1) 的 作用 . 确实 ,在 实际 展开 一 个 函 
数 为 军 级 数 时 很 少 直 接应 用 (5. 9.1) 来 计算 Taylor 系数 . 但 如 
本 章 的 经 验 所 昭示 的 ,任何 公式 都 可 从 两 个 方向 加 以 利用 ,公式 
《5. 9.1) 亦 不 例外 . 本 节 要 强调 的 是 :利用 (5.9. 1) 可 将 求 导 问 
题 转化 为 级 数 展 开 问 题 . 
首先 看 一 些 用 750) 二 nt1a, 计算 700) 的 例子 . 
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627 设 z) 一 17 十 2 , 求 产 (0). 

解 ” 由 了 (rz) 一 六 (一 1)*zx” 直接 得 出 "C0) 一 《一 
"C2n) 1 而 户 ”+(D0) 二 0(n 字 人 0). 

628 设 fiz})==17x! 十 xz 十 了. 求 了 ?00). 

解 国 .ray 一 (1 一 az 一 一 人 了 
邦 关 C0) = CY arDf0) = (3a D1 ?0 一 0 
守 0). 

629 设 了 (x) 一 xexp( 一 vw), 求人 (C0). 

解 ” ”A(z) 一 > 《一 1 retin FDO = Co 1)"(2n 
+ Dial A (0) = 0 守 0), 

630 设 (xz) = ecos Crsing), 求 00). 

解 “利用 Euler 公式 ; 令 z 二 e"”, 则 


Fr) = e+ 3 (em 十 ee 
1 jy 7 
一 孔 Ce Te*) 二 ,i 


于 是 了 (0) 二 (x? 十 2》A2 = cosne, 

531 设 了 (xz) 一 esinCzxsina), 求 (0) (二 sinna). 

题 627 ~ 631 表明 ,一 县 写 出 J 了 f(x) 的 Taylor 级 数 , 写 出 
(00) 就 不 费 吹 厅 之 力 . 一 个 更 诱 人 人 的 问题 是 ;能 否 以 类 似 的 方 
法 计算 Cx)? 为 此 注意 到 : 荐 x 十) 能 展开 为 A 的 蜗 级 数 ， 
则 必定 

frt ho DF rh /a!. C5. 9, 2) 
因此 f(z 十 有) 一 Dah f(r) = nlar. 

632 设 fCr) 二 17Car 十 提 , 求 Cr), 

解 ”利用 f(x 十) = f(x)/[1 十 ahf(x)] 求 得 

jz) 一 了 (一 Tar[LACz ?了 六， 
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于 是 fx) 一 【一 ] alasfaz + 8) ”1， 

633 设 /AC7) 一 1701 一 XZ) 求 .Pogri 人 参照 题 241)， 

解 ”利用 jz 十 向 一 [一 2 十 站 )1 一 (人 十 十 下 ) 1/2i 
可 得 : 


《一 1) 1 1 ， 
f(z) = 2 2t [去 一 六 "(zx 十 让 " 


Ka 四 【一 起- 天 1 1 _ 
故 i {zy [a ceri | 
一 工 一 rt) + 
Tm 记 之 的 虚 部 , 令 学 二 arecct 名 之 由 中 二 一 一 人 十 Te 下 
(ro re 


因此 产 ”(z) 二 (Dnt? 二 Dt Dsin[ (Gz + larcctgz]. 
634 设 (r) 二 exp, 求 (Cx). 


解 ” 因 fz 十 有) = Crye** 了 和 和 )) 故 


ee oo Zn 
fl th =f 古 7 站 帮 


= /7005 | 5 让 re， 


扩 e 站 中 旺 一 后 


于 是 fm) = nfr) 5 227. 


2 1m! 
635 设 fz) = ee, 求 f(x). 
解 ” 利 用 (zx 十 -1 二 D1 (一 1):hz-*-!1 得 
f(z 二 +) 一 ftir)expL 2 《一 1)*htr-t-!] 
— Aero VY 二 | > ( | ， 
分 出 如 的 系数 得 出 


Fr = Fr a [1 十 aa 一 1)z 


,An 1) en Oo 2) 本 ] 
| 2 "|. 


i 
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如 果 人 和 你 能 试 一 下 直接 计算 以 上 两 题 中 的 F(z) ,想必 会 对 
此 处 的 算法 留 下 强烈 印象 . 

636 设 Fzr) 一 glrjglr) ,g(tX) 与 多 z) 在 每 点 可 展开 为 
Taylor 级 数 , 求 f(x). 

解 “利用 罕 级 数 的 有 弱 法 规则 ; 


jz 十 月 一 也 尖 ec D1 Togo Cr) 


i=0 J 一 0 


= 3 5) ja" a)? x) J 
2 


下 二 详 tl ! 

夏 Tey 一 一 | | gCrg" or), 

注 到 上 结果 正好 与 Leibniz 规则 相合 . 

s. 9.2 Fourier 系数 

若 Arz) 在 [一 x,x] 上 可 展开 为 Fourier 级 数 ; 

xz) 一 学 十 2), arcosnz 十 志 sinnz), (5. 9.3) 
出 “Fourier 系数 *a, 必 可 表 为 ， 
各， 一 LE fryeosnzdz,n 0; 


, (C5, 0. 4} 
已 一 二 | Flr)sinnrdzrn 2 1. 

你 挫 上 段 获 得 的 经 验 很 可 能 启示 如 下 思路 :能 否 通过 间接 途径 
得 出 展开 式 (5.9, 3) ,然后 依 上 5. 9.4) 计算 积分 ?下 面 的 例子 表 
明 在 某 些 场合 这 是 可 行 的 . 

637 求 I 二 | cos’zeosnzdz Cn 之 0)( 矢 照 题 129). 

解 令 7z) 一 cosrr, 则 .Frz) 可 展开 为 余弦 级 数 :7z) 二 
2 -la 十 >1aicoskxz, 且 wa 一 (217)1. 男 一 方面 ， 


ie™ 二 eI" 1 
AD 一 | 2 一 | ~ -= 


pn “2 


ni 


4) eos 一 2) 
由 此 得 出 a; 一 2 ,因此 了 二 x27", 
类 和 似 地 你 可 以 解 ; 
本 3 有 求 | sinrzsinmzadz {= 2 "msin Cnr/ 2)). 


1 yr 


2r 一 1 


639 求 了 .一 | sin eos Cn 十 1 zxdr. 


解 ” 因 六 (zx) 二 sim”!z 的 Fourier 展开 式 不 会 项 ai;costn 
二 1)r( 参 考 忆 .2.2),.(1.2.3), 帮 1, = 二 0. 


640 求 | eos” ‘wsinta 十 1rdr (= 0). 
[0 


求 了 一 sihxsinax 
641 求 局 | dz gl < 1). 


解 ” 令 fx) 一 sinz/(l 一 geosz 十 @'), 则 .fCz) 可 展开 为 
正弦 级 数 :六 xzr) 一 了 bsinnz, b, 一 21,/x, 另 一 方面 ， 


ja = BO 00) el — ge *)-1] 


一 六 DeLee -一 errur] 


一 人 qisinmz， 

故 有 如 二 9 ;从 而 1 二 Bz/2 一 me 072. 

邵 困 用 其 它 方法 计算 ,上 面 的 积分 蚌 否 很 容易 呢 ? 你 不 妨 试 
一 下 . 

642 求 了 一 | 于 二 Doro rd (lal < ln 1). 

提示 :类 似 于 上 是 .了 二 zgq"/(] 一 gqg)*. 

643 求 了 一 | eeos tsinzT)cosnrdr tn > 1). 

解 ” 令 f(z) 一 eeos (sinz), 则 flr) 可 展开 为 余弦 级 数 ， 
AX) 二 2 Ia 十 这 yancosnzx, 如 前 几 题 一 样 ,展开 式 可 借助 于 
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COSRT 


Euler 公式 得 到 ; 


Fry 一 eresr 。 L{ er | ein 
二 地 i 二) {x = eo) 


PE 二 2) /nl 二 Dy Cosnzr) fn! 
因此 = ra, 一 于 Al 
自然 有 一 个 对 偶 的 问题 ， 
644 求 | esin(sinze)sinnzdz 《一 Rint,n 2 1), 


45 求 1 = Fe “costasinr — nz}drtn DE 1), 
解 ”参照 前 两 题 ,容易 得 出 五 一 2na" /nt!. 


5. 10 转化 的 其 它 例子 


s. 10.1 三角 函数 间 的 转化 

利用 恒等式 sin| 也 二 z| 一 coszveos| 志士 | 一干 sinz 及 
(sinz)' 一 cosx 可 将 涉及 sinz 与 coszx 的 结论 互让 转化 

646 已 知 (sinz)'" 一 sin| xz 十 家 | , 求 (cosz) 中 


解 (cosz)” 一 [| = 二 


一 sin| zx 十 工 十 2|- cos| x 十 容 |. 
， 人 2 
47 已 憩 |e™cosbxdx 一 ec Lot 地 cn 全 , 求 工 一 
二 了 


jsinpzaz. 
解 。” 作 代 拉 xz 二 y 十 r/25， 
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了 一 eercosbydy 
acosby + beinby 


二 Eb ay 过 2 ee 十 C 
ar OSinDY 一 Peoshr | 
= a 十 pb T [后 


648 已 知 ecosz 一 > 2 Cr /ncos(nn/d), eSinz 
的 寡 级 数 展 开 式 . 


解 利用 (Cereoszr)7 一 ereosz 一 ersinri 


ersitly 一 eosz — (ecoszy! 
一 人 ni 4 EE "| nD nt | 2 
52 cos 守 | 二 2 2 cos FT | ry 

一 D2 | eos 一 w 2 wos 后 十 | 


4 nl 
— | ae MX EY 
= 也;| zs 于 | 车. 


649 已 知 sinsz 一 4 103sinz 一 sin3zr) 求 cossz 的 芝 似 公 


解 cosix = sina | 工 十 >| 
一 二 [asinl = 十 到 | 一 sin| 37 十 Z| | 


= 1 (scosx 二 COS37}., 


4 
以 上 结果 无 疑 有 助 于 你 记 住 这 些 公 式 . 类 伺 的 问题 前 多 ,你 
自己 亦 不 妨 仿制 一 些 . 
5.10.2 反 演 
设 要 求 某 个 量 (gq). 若 存 在 关系 F909) ,p01/9)) 二 0, 则 全 
从 gl179) 算出 gx9). 因 此 一 旦 知道 当 |g| 之 1 时 glq) 的 表达 式 ， 
则 al > 1 时 的 gx9) 亦 随 之 推出 而 无 需 直 接 计 算 . 


x Ce 
求 了 二 | St ,dz 
650 求 v1 … 2gcosz 十 天 dz 
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解 ”由 题 641, 当 1o| < 之 1 时 =x/2. 当 |gi 一 1 时 由 直接 

计算 知 亦 有 工 一 /2. 若 19| 六 1,; 则 
了 一 了 Ta) = a ?Ig 1) = x/209:. 
6S1 求 1= [na 一 2qcosx + gq)dz. 
解 ” 当 la| 委 1 时 了 上 = 0( 参 考题 738). 若 191 > 1, 则 
了 一 了 Kg) = ang: 十 了 (20 = anog’, 

652 展开 站 (x) 一 gsinzAfl 一 29cosz 十 g(rz| 之 xm) 为 
Fourier 级 数 ,|g| 关 1. 

解 ” 当 19| 过 1 时 ,有 xX) = > ,sinnx( 参 考题 641 之 
解 })- 车 la| 过 1 时 , 则 


olsinzx ~ sinnx 
f(z) = gqg :29 cosrt 十 1 之 ， qr “ 


653 ”在 (一 rr) 上 展开 fx) = (1 一 93/(] 一 2gcosz 十 
对) 为 Fourier 级 数 ,lg| 天 1. 
解 ”类似 于 上 题 , 当 |a| 之 1 时 有 
A(x) 一 上 十 2 > 9"cosnz. 


车 1?| 1, 则 
， 四 1 一 G ’ 
7 ce) 一 1 一 29 2 cos 十 人 
二 一 1 一 2 2 gd "cosnz, 
s. 10.3 ”未 题 


| 654 设 a 半 0,Pp= ar 十 By’ 十 cx? 十 2dxy 十 2eyz 十 
2fxzs9 二 1 为 椭 球 , 求 李 球 体 F 志 1 的 体积 人 (参照 题 401)， 
解 设 畏 妹 三 半 轩 为 mrsyrs: 出 T 一 4rrirzrsa73, 因 rr (1 和 
i 3) 是 > 一 vc 十 虹 十 衬 在 2 一 1 之 条 件 下 所 取 的 极 值 , 故 
问题 转化 为 解 最 大 值 问题 
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maxfza 二 十 2) ,P= 二 1， 
令 工 二 式 十 六 十 2 十 认 ; 则 由 AL 二 0 得 出 
CA ltalzxztdy+t fz= 0, 
J (十 by 十 ez 一 0， 《5.10.]) 
(fz 十 ey 十 (A 1 十 cz 一 0. 
要 有 (zx,y4z) 了 关 0 满足 以 上 方程 组 ;必须 
f+a a 上 
a t 十 已 e 二 0， 5,10. 2) 
fi e + 十 
其 中 上 一人 .关于 上 的 3 次 方程 65. 10. 2) 有 三 个 条 二 9， 
fts —=— abe — Ddef — ae: bf ted’, 
由 《55.10.1) 易 得 出 7 二 一 好 ,因此 
{rrara): —— (ttts) 
=~ tape 2def — ae: — bf — ced)!,. 
于 是 = 4x/3 vabc + def — ae: — pf — eda. 
655 求 1 一 limn 人 之) (p> 0). 


解 “一 limn OR/ 一 [dz = 1/(p 十 1). 

656 求 ima/ Yn! (=e). 

657 求 梓 圆 zr 二 5 yi 十 cz? 二 1,Ax 十 By 十 Cz 本 
了 DD 二 0 之 中 心 . 

解 ”问题 可 转化 为 :在 平面 Ax 十 By 十 Cz 十 DD=6 上 求 
一 点 ;使 Ax 十 By 十 Cz 十 口 == 0 在 该 点 与 一 桶 球面 a x? 十 
by cr <r< 之 1) 相 切 .由 条 件 {a rb ye iz} 
{站 ;上 B, 己 }) 不 难 求 得 所 要 点 为 (at AABIBACCA ,A 一 DD/(a’A? 
+ EB + ec). 
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第 六 章 ”RMI 原则 


让 我 们 暂时 离开 数学 ,分 析 现 代 技 术 中 一 种 普遍 发 生 的 过 
程 , 给 定 信 号 太 ( 如 物象 ) ,将 4 转 化 为 另 一 类 信号 B( 媳 电波 ) ,8 
经 某 种 处 理 ( 如 传输 ,接收 、 调 整 等 ) 后 变 为 B' ,然后 号 被 还 原 
为 第 一 类 信号 A' (如 图 象 ). 以 上 过 程 可 图 示 为 : 
| 化 “BD 


这 一 过 程 的 最 终 目 标 显 然 是 4 一 4' ,但 这 常常 无 法 或 难以 直接 
运 到 ,于 是 设计 一 条 如 上 图 所 示 的 迁 回路 径 A 一 BB 一 B' 一 A' 
间接 地 实现 . 

你 不 难 举 出 许多 类 似 的 具体 例子 . 但 这 与 解数 学 题 有 何 关 
系 呢 ?那么 让 我 们 将 前 面 的 分 析 修 改 得 稍 * 数 学 化 ”一 点 : 设 要 
将 妃 施 以 “变换 ”TT 变 为 4', 即 4 = 了 4. 今 将 问题 转化 为 对 4 
作 * 变 换 ” 3 变 为 吾 : 再 经 "变换 好 变 成 8' ;再 经 一 “ 道 变换 邓 9 
变 成 所 要 的 A'. 表 为 式 子 就 是 B= SA,B' 二 TB,A' ,S71B8'， 
于 是 整个 过 程 可 表 为 

4 一 了 4 一 1794， 《6. 1 

现在 只 需 对 4,7,S 等 作 某 种 新 的 解释 ,就 可 将 56.1) 用 于 解数 
学 题 了 ， 

假定 工 ,3 是 某 种 演算 ,此 处 “演算 ”一 词 在 广义 的 意义 上 使 
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用 ,例如 可 以 指 求 极 限 . 求 导 .有 求 积分 .级 数 求 和 、 级 数 展开 、 部 分 
分 式 分 解 . 变 量 代 接 等 等 13-: 表 的 “ 道 运算 ”;A 是 演算 对 入 
(如 函数 .序列 、 级 数 等 ). (6.1) 式 意味 着 :对 妃 相 准 施 以 演算 3， 
+ “的 结果 与 仅 作 演算 了 相当 . 换言之 ,(6. 1) 式 将 求 了 4 转 
化 成 求 5 734, 后 者 可 能 志 容 易 些 . 这 种 转化 程序 称 为 "RMI 
原则 ”, 是 数学 中 的 基本 原则 之 一 . 
《6. 1) 式 在 数学 上 的 合理 性 基于 以 下 推演 : 

TA= TS SA = STSA C68. 2) 
或 TA= TSS A = STS-1A., 《6. 3》 
而 (6.22 与 (6. 3) 的 合理 性 义 基 于 交换 演算 顺序 的 合理 性 :5ST 
三 95 了 二 298-7) 这 一 合理 性 基于 一 定 的 数学 理论 (如 
极限 互 换 定理 ) 与 问题 中 给 定 的 条 件 . 在 (6. 2706. 3) 中 ,了 由 是 
意 决 定 , 而 $S 则 是 人 人 为 选 定 的 ,通常 取 S 为 求 导 , 积 分 或 取 对 数 
等 ， 


6.1 对 数 的 应 用 


取 对 数 可 降低 某 坚 表 还 式 !{ 如 先 积 与 过 ) 的 复杂 性 ,这 是 一 
熟知 的 事实 - 给 定 一 全 量 急 > 0. 有 
Q = e"2. (C6. 1. 1) 
现在 的 问题 是 ,车工 是 某 种 演算 ,能 否 利 用 (6.1.1) 来 简化 7 如 
的 计算 ?本 节 考 虚 三 种 情 帝 ， 


6. 1.1 求 极限 
利用 (6.1, 1) 求 极 限 基于 以 下 公式 ， 
limf Cz) = explliminf tr) ]. (C6, 1. 2) 


当 f 是 “各 指 数 式 ", 即 = w" 时 ,通常 以 用 (6.1.2) 式 为 宜 . 若 与 
其 它 方法 结合 使 用 , 则 效果 更 好 . 
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658 ” 求 了 一 lim[ Ce* ey/(e: 一 ez] 
解 取 对 数 并 令 上 一 e 生 : 
Inf 一 limt [nO + In(d m1]=2, 
故 得 :上 一 对 
6 求 {二 lim[ C1 十 - tgZDA] 十 sinz) D7, 


解 ” 取 对 数 并 注意 tgz 一 sinzfz 一 0); 
ln(1 十 tgxz) 一 tngl 十 sinz) -0 


lnf = lim - 
2 sinx 
因此 上 一 1. 
660 求 i = limLe "(1 十 ae 
解 ” 取 对 数 ; 
Ini = limz ?ln(tl + xz) — |]=— 于， 
因此 上 :一 1/ Ye. 


661 求 [ 二 im(z iarcsinzy1s ， 


Ee 


解 。” 取 对 数 并 令 x = sint; 


ln7 = lmz sln| 5 


人 saint 
一 = limen| 二 
t=0D sint | 
jm. 1 
te 下 6° 
放 得 上 一 $e. 
点 
COST 
662 求 1 = lim| | 
解 。” 取 对 数 并 用 ln(l 十 2x) ~ X(t 一 0)， 
COST 


nz 一 imz-an| 办 


a 
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= limzr {cosr 一 chz) 
i 


ES 


= lim .= chr i], 
因此 = el. 
#. 1.2 求 导 数 
利用 (6. 1. 1) 求 导 基于 以 下 公式 ; 
Fr = frinf tx). 《6. 1.3) 


663 设 fx) 二 Cafb)rC/ryrCria) (atx > 0)， 求 
fF' Cr). 


解 ”直接 用 公式 (6. 1. 3) 大名 月 Leibniz 规则 ， 
Pr) = f(z) [| a +aln| 专 十 aln| 三 | 1 
fon [in| 全 | 一 ar 十 b | 
664 设 Fr) 一 YL 十 2 二 二, 求 疡 (Cr)， 
解 六 (z) = f(z)| 志和 nl 十 了 ) 


ni LE 


nn t 
+ | 
x) | mm nn | 
更 十 中 1 十字 1— rl' 


665 设 了 (rx) = [cz 一 40, 求 六 (x), 
| TO) Dh 


Xa 


解 f(r = fT D> Bn a) 


666 设 fr) 一 (tgz) ?7, 求 了 (x). 
解 (Cr) = f(r) gs) 
Siner 
tgz 一 sin2zlntg.r 
= f(x) sintx ' 
对 于 多 元 函数 的 微分 计算 ,可 用 类 似 于 (6. 1.3) 的 公式 ;du 
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= ud (ng). 

667 设 xw 二 汉语 , 求 du. 

解 。 dx = wd(z 7 ' yn) 

= utr ye Idz 二 x linrdy 一 ye ‘Inrdz), 

作为 对 比 , 你 可 以 依 公 式 dx 二 wdz 十 wdy 十 dz 计算 上 
题 中 的 da. 

668 设 2 一 了 zy, 求 dr. 

解 类似 于 上 题 ， 

dr 一 «| zz Idz — yz dy— 2 In 三 | dz |. 
6.1.3 无穷 乘积 
将 (6.1. 1 用 到 无 穷 乘积 ,得 到 公式 : 
Tyas =expCo lane) (a> 0). (6.1.4) 

lim [Tas 存在 有 限 且 非 零 时 说 ;a; 收 傅 , (6.1.4) 表明 
1]a 政 伍 拓 > Ina. 收 敦 . 

669 设 >)oi 收 化, 证 明 于 cose, 收敛 . 

证 由 >ai 收 仑 及 

lIncosa, = Int ~— 2272 + ola)) = Oa!) 

知 > lncosa; 收 误 ,从 而 T[cosa, 收 分 . 

670 设 la.| 去 rt > |e| 收 敏 , 证 明 T[tgka, 十 r/4) 收 
雍 . 

提示 :类 忆 于 上 古 ， 

671 求 P= [la (a 0). 

解 依 (6.1.4) ,二 exp《2)7 (一 Dn inay = a ™. 

672 设 记 EC 如)| 起 刀 ; 这 所 收 证 ,证 明 PP(z) 
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= [J [0D 十 六 Ce) 在 (ea,2) 内 连续 ， 
证 可 设 | 让 C7)| 之 172, 由 不 等 式 ( 风 题 768)1 … 217 未 
Intl 十 切 裤 5 区 上 < 过 172) 推出 一 2 和 lnLl 十 天 (z)] 所 


Bb， 因而 >;Infli 十 大 (x)] 一 致 收银 从 而 P(x) 一 
exp{ > ln[l 十 (x)]) 连续 ， 

673 ” 设 | 疙 (zi 和 刀 f(z)| 与 D1b, 收 化 ,Pix) 
1 D + tx), 证明 P(x) = Pr fC/[1 + 
天 (rr)]. 


6.2 级 数 展开 问题 


设 要 求 给 定 函 数 (zx) 关于 z 的 特级 数 . 若 不 易 直 接 展 开 
/xz) ,就 转 而 考虑 展开 户 (z) 或 ,rz) 某 个 原 函 数 ,这 是 RMI 原 
则 的 典型 应 用 之 一 ， 


6.2.1 展开 导数 
若 刀 kz) 一 376, 网 由 f(z) 一 fC0) 十 | 户 Cyer 得 
Flr) = 0 十 DY boat. C6. 2. 1) 


因 在 很 多 情况 下 六 Cx) 较 f(z) 为 了 简单 (好 (xr) 合 1nzx,arcsinz 
等 时 即 如 此 ), 故 利用 (6. 2. 1) 求 展开 式 是 一 种 重要 方法 . 

674 ”展开 六 7z) = 二 Intzx 十 1 十 避 ) 为 二 的 震级 数 . 

解 780) 一 0 而 疡 (z) 一 1 v1 十 x? 不 难 展 和 开 , 故 易 得 


二 2 Con 一 1711 van 
f(x) 一 并 十 > (一 1 CT 1 (zl| 科 1). 


675 展开 f(x) 二 In(l 十 v1T +x) 为 zx 的 者 级 数 ， 
解 类似 于 上 题 ; 


2]6 


oo a CER Co DI! x" 
fz) 一 In2 十 > (—1) om CS) 


676 展开 f(z) = xlInrztx 十 I 十) 一 YI 十 人 为 x 


的 每 级 数 . 
解 因 户 (z) 一 lngkz 十 1 ,10 一 一 1, 故 用 夺 
674 得 


2 Bn 
/ _ Ea 0 ‘2n C171! Zz 
fz) lt Dm rs 
《| | 扫 1 


677 展开 A(x) 二 Intl 一 2xcose 十 xi) 为 工 的 短 级 数 . 
解 首先 利用 六 (zy = 人 z 一 2)-' 一 (x 一 e-”)-! 得 出 
A' (Cr) 一 一 2 人 > rcos Cn 十 1)a， 


于 是 fT 一 一 22 Ee (zr| 1) 
678 展开 (x) 一 arcsinz 为 x 的 虹 级 数 . 
解 利用 广 (z) = 一 1 人 二 至 ,类似 于 题 874 有 


i” (2n Oo 11! zr”! 
try 二 工 十 之 (27 2 十 1 


679 ”展开 了 Cx) 一 aretg 和 二 2 二 全 为 z 的 塞 纵 数 . 


解 ” 算 出 f(x) = 87/(1 十 4x?) ,然后 得 ， 


mm appan_1 TE 1 l 
F(T) = arctg2 十 D1 (— 1)"2: | (1zl < 


注 ”实际 上 ,由 三 舱 公 式 知 fCz) 一 arctg2 一 arctg2z, 因 此 
利用 arctgz 一 2 一 1)x*+t1f(2n 十 1) 立 得 以 上 展开 式 ， 
680 展开 f(x) 一 aretg 4 到 为 工 的 闫 级 数 . 


解 利用 PC) ga/ 十 x 或 f(x) 一 (x14) 十 
arctgtx* /4), 


《zl 所 1) 
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f= Dan rl) (zl 2). 
681 。 展开 f(x) = arctg[2z762 一 x) 为 x 的 容 级 数 . 
解 ” 利 用 产 (x) 二 (4 十 272739704 十 x') 的 展开 式 得 : 
fr) = 人 (一 "pr f C2n -|- 1) 
(zs 2)， 
682 展开 F(x) 一 arccos(1 一 2Xx?) 为 工 的 竺 级 数 ， 
解 ” 因 (7x) 一 2sgnz/ Y] 一 二 , 故 


Am = 2 + DD Hs] (|e. 
683 展开 了 Cr) 二 4 nf 十 /A 一 zz)|2-2 arctgr 
为 工 的 等 级 数 . 
解 组 人 台 lnfl 十 xz) ,nt 一 x) 与 arctgzx 的 展开 式 可 得 本 
题 结论 . 不 过 ,车 求 出 产 (xz) = 17(1 一 xz 和}, 则 直接 有 
f= DD < 
类 人 世 的 考虑 亦 适 用 于 干 题 . 
684 展开 了 Cr) 一 :rarctgz 一 ]n “和 十 x 为 x 的 害 级 数 ， 
解 F(xr) = arctgr, 
fr) 一 人 (一 1 1z272n022 一 1) (Cr! 1). 
6.2.2 展开 原 函 数 
若 (x) = FC Pr) 一 Db 则 


fr) 一 Yen 十 108," (C6.2.2) 
原 函 数 员 ftz) 不易 求 出 , 旦 通常 未 必 比 jz 更易 展开 ,因此 利用 
(6. 2.2) 的 机 会 要 少 些 ， 
685 ”展开 fix) 一 (1 一 xz) ! 为 zx 的 第 级 数 . 
解 ” 直 绕 由 以 下 演算 得 出 ， 
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fr = [0 or) = CD) 
= Dr 《zl < 1). 
586 展开 了 (zx) 二 (中 一 x) ' 为 x 的 里 级 数 . 
解 ”类 似 于 上 题 , 注 意 f(z) = 27:[(1 一 2 ， 
ft) = D2 nt Dt zr Clr| < 1). 
咎 过 以 上 两 题 之 后 , 对 于 更 一 般 的 向 题 ,如 展开 CAx 十 
B/CY 一 qa” (a 天 0) ,你 应 当 也 能 对 付 ， 
687 展开 (x) = 二 (1 一 (01 十) 为 工 的 合 级 数 ， 
解 ”此 题 关 键 在 于 看 出 f(x) = [zl 十 x?)] ;余下 的 事 
情 就 很 简单 
fz) 一 [> (一 Tvzret+ 呆 1/ 
一 2 ~ nm Dx” (Cr| 1). 
你 应 能 解 类 似 的 问题 : 
688 展开 (x) = (1 十 xl 一 2 为 二 的 寡 级 数 ， 
结果 ;f(x) 二 > (2 十 1)zm0zl <1). 
注 以 弛 和 伐 了 题 688 可 转化 为 题 687， 
689 ”展开 Fz) =e (27r 一 2z5 为 的 者 级 数 . 
解 只 要 看 出 f(r) = (zx?e-*)' ,就 有 : 


ft) = | 生 一 De 


DC + 2) on 


< 1 nl 


类 似 地 可 解 下 题 : 
690 ”展开 Fz) =e (2r 一 3x1) 为 x 的 星 级 数 . 
结果 ;f(x) = > [一 Dt 36 十 Ciz1 < 00), 


691 展开 (zr) 一 sinzz 十 2zreoszz 为 x 的 宪 级 数 . 
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(|z| < co). 


结果 :f(D 一 5) 这 和 和 et 《zl < oo). 


注 ” 题 689 一 691 当然 亦 可 以 这 样 解 ; 表 Cx) 为 g(x) 十 
h(x), 蝴 开 gCX) 与 h(x) 后 再 合并 其 展开 式 . 就 这 类 题 而 言 , 展 
开 原 痪 数 的 方法 好 处 并 不 明显 ， 

6.2.3 杂 例 

举 两 个 综合 运用 多 种 方法 的 例子 . 

692 ”展开 Fr) 一 rarctgLzAfl 十 十 全 二 文 十 1 
为 工 的 禾 级 数 ， 

解 ”首先 注意 {aretgLzyAC1 十 z]] = (2z’? 十 2z 十 1) 1 
而 


1 1 1 | 
ei 1 二 站 二 3x] 


一 12 (~ 70°20 tr 


-一 7 (一 1 和 2efIasin Cn 二 Da 


其 次 ， 


1 lz __ 2 asin 2rtn + 1) 
1 十 灾 十 富 1 一 zi pa * 


于 是 


f(z)}=1 一 + 十 2 [三 ?2sin 1 十 
2 


. 2Xicn+ 1} 加 
V3 3 je {lzx| < 2j， 


693 展开 了 C(x} 二 
苦 级 数 ， 
解 综合 6.2.1 与 6.2.3 的 方法 ， 


工 ; + ds 
fz) 一 [a 三 -Jo VT 


+ nC VF 于 1 一 x ) 洲 工 的 
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(D770) 
-A De Be 


一 Zo Cn 十 1)?xr*— ri 


1 Con 31 、 
十 2 (一 1) Cr oy a 1 Cjz| 17. 


6.3 级 数 求 和 问题 


在 一 定 意义 上 ,“ 求 和 ”是 “展开 ”的 逆 运 算 . 因此 ,“ 倒 过 来 ” 
使 用 上 节 的 方法 就 很 自然 了 . 简单 地 说 , 倘 要 求 8Cz) = 
> az" 而 不 易 直 接 完成 , 则 可 试 求 5' (zx) = DI” na,zx”! 或 


| seod = 王 7o zy 然后 经 一 次 积分 或 求 导 得 出 $C). 


6.3. 1 逐 项 微分 求 和 
这 指 的 是 基于 以 下 公式 的 求 和 法 : 


SG = a t | DY (or dz (6.3.1) 
a 


方法 的 效果 取决 于 >) nasz"… 是 否 容 易 求 和 ;而 这 又 取决 于 
ra, 是否 是 a 的 一 个 简化 . 当 a 二 17PCn) ,PCn) 为 多 项 武 且 会 
因子 # 时 ,na, 已 变 简 单 些 了 ;相继 运用 公式 人 6. 3. 1) ,可 能 求 出 
某 个 SY Cz) ,从 而 通过 上 次 积分 得 出 SCz). 

694 求 SCz) 一 人 zfda 十 1)， 

解 “关键 在 于 约 去 通 项 分 母 tn 十 1, 为 此 必须 在 天 项 中 出 
现 自 变量 的 44 十 1 次 方 ,因此 只 有 改造 级 数 后 才 适 于 逐 项 微 
分 . 令 |z| = 开 , 则 9(z = 2 Tn 十 1D), CyS), = 


> y" 一 170 一 32) 于 是 


《7 = 二 | 5 一 记 ‘ln l > 十 Zarctgy | 
y, 


》 
-入 
Clz| < 1). 
当 工 二 0 时 革 式 应 在 极限 意义 上 理解 (下 文 仿 此 )， 
现在 让 你 利用 解 上 恶 欧 经 验 求解 类 似 的 问题 : 
695 求 SCz) 一 > (一 1"w”/(4n 二 3). 
解 ” 令 y= YIzl, 则 3S(z) 二 yy (一 1)"3973A(C4 十 


3) ,结果 
Sty= 1 lin Y? ltl 
4lz| v21z WwW zl + v2lzi +1 
| w2|x| 
F 2arcrg 了 本 一 | 《zl 1) 


若 as = 17P(o, 忆 是 二 次 多 项 式 , 则 " 约 去 ?Pa) 需 经 两 次 
微分 . 吉 然 微分 之 前 须 适 当 改 造 级 数 ， 

696 ” 求 SCz) 一 人 (一 1 za/a(2a — 1). 

解 因 S(z) 一 2>) (一 x = 2/(1 十 x,5(0) 一 


0) 二 0, 故 
2 人 
Str) 一 jas] Ti ?| arctgydy 
一 2xarctg 一 md x) 《zs 委 ]) 
697 有 求 3Cz)y 一 了 《一 1)” ir/n(3n 十 1)， 
解 “类似 于 上 是 : 2) ”一 ri 十 zx), 
1 
Sez) 一 二 |a >» a = 一 过 | nt 十 ydy 
| Ti) | 3 
一 mntl 1 | 1 下 ys 
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3 | 1 (各 十 12) 
一 In(l 十 zx) 一 31 i 
十 2 ww 3arctg + 友人 zl < 


598 求 S072) 一 >) C1 zr (dn 一 1)， 

解 。4 一 1 二 (24 十 1)(2n 一 11), 应 依次 约 去 24 十 1,24 
一 1; 

CST DY) = DC Yr ~ C0 + xi)! 


dz 
tx) 一 点 | do | 1 Ta = 二 | yarctgydy 


= 21 十 zaaretgz 一 【23 ! (Iz| 所 1) 
699 求 SCz) 一 DC Dr /tn nn 2), 
解 十 # 一 2 二 (十 2)(9 一 1), 仿 上 题 ， 

rr 1} = 了 之) (一 1 入 

一 《3 十 工 ) 一 1 

Sal TE 

dz 十 zx lnfl 十 zx) 一 (2z 十 6r-1 一 3 

18 


《jrj a 1) 
7T00 求 5Cx) 二 > (a i 1 en 
解 ”本题 应 分 解 为 两 个 级 数 求 和 ， 


i ED 


S(T) = DY ” 


232 7 1) 1 天 
一 二 | > Fdt + eo” 一 


四 二 inkl 一 如 dz 十 e 一 1 
证 


一 ]n(l 一 2 
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1 a 工 十 | 
rt 2 3arctgz /3 + 
十 em 一 了 《| | 所: Ta 
6. 3.2 闻 基 积分 和 
现在 考虑 与 (6. 3. 1)“ 相 反 ” 的 求 和 公式 : 
scz)=| 5 [card ， (6. 3.2) 
通常 元 需 明 显 施行 逐 项 积分 ， 只 需 记 住 公式 : 
i al 1 上 Ny- 1 站 
之 nz 一 | 这 | ,> nn 一 1)z = | 天 -| 9 
当 a& 二 了 P00 为 多 项 式 时 ,应 分 解 Ptn) 为 2 十] 等 式 子 的 
组 合 ， 
701 求 SCz) 一 >，(a 士 15" 
解 出 分解 人 十 1 二 (十 2)(n 二 1) 一 tn 十 1 7) 有 
Stry 一 [ > _ | Se!) r 
1 nm 1 | 下 
加 上 一 了 | 1 一 地 | 
lr 
(1 一 zt)’ 
702 求 SCtx) 一 Dy nr2 "rz"! 
解 令 ? 一 /2 并 用 分 解 站 一 人 
补 yp 时 人 mjr 
S(tx) = 3L( > } | > ，， > ) ] 
工 ， 1 2x(2 二 7x) 
-To Gn (lew 2 
703 求 5(z) 一 >) (一 1 十 2)3 "re, 
解 ”类似 于 上 题 . 令 ?一 一 mm/ Y 本 ， 
Stz) = xz[(2 0 一 (2 — 2 
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《zz| < 1). 


一 (3y 一 六) 六 3 十 3Y3) (zj 二 


(iy (x 十 V3) 
~ 3 )》， 
以 上 两 题 的 解法 启示 你 去 解 更 一 般 的 问题 ， 
704 求 Str) 一 2 (an 二 an 二 二 ann” )r", 
解 ” 令 >ar= 刀 十 2 十 1)(z 十 门卫 xz 一 一 
上 得 
Zai 一 二 一 而 十 2 1) 1) 
CR 2 R=1l2m; (6.3.3) 
qo 一 加 十 之 1 机， 


以 上 mm 十 1 个 方程 完全 决定 600 入 1 之 吉 ). 于 是 
SCz) = > bor' 十 > Dt De “(nD 


一 名 之) + ToD ai 


[ps 
= T+ 2 oT) 
一 5 i (ix| <1). 
705 求 SCz) = 2 Ge 十 十 1)z. 
解 ” 用 上 题 :由 (6.3.3) 有 (a 二 a 二 4 一 1a 一 0): 
一 1 = 二 抽 , 一 9 二 如 一 妈 ， 
29 = 261 — 26,, 
1 一 名 十 而 十 25. 十 65 
解 出 嫩 二 一 1,5 = 8,5 = 二 一 6,5; 一 1, 于 是 


1 8 了 6 
I Tt Gt 
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706 求 Stzr) = > fl 十 D2 "x /~ 1)! 


mn = -A 1 1 和， 
解 Siz) 一 Dv | 十 到 > 了 | | 


-la ite)| drl<2). 


6.3,3 数 项 级 数 求 和 

为 求 S 二 > 可 将 它 表 为 3S 一 24asr; 以 z+ 代 +, 用 前 两 
段 的 方法 求 出 SCzr) = 了》 ar ,然后 取 z 二 + 得 3 = 二 Scr). 实际 
演算 时 可 将 “引入 变 元 x” 与 “代入 数值 x 二 +” 两 步 合 并 ,采用 以 
下 算式 : 


S = Par’|,, ~ SC), 
707 求 5== >) (一 10"27 "nin 十 1), 


1 , 8 
解 5= 2 2 Cn Tn "| = 27: 
708 求 3 一 >) (一 1)"3 "mi 
5 1 sn ， 3 
解 5 一 一 地 ?EG 十 Dr 一 zx"! ,一 一 襄 : 


注意 以 上 解法 中 Stx) 仅 中 途 出 现 ， 
709 求 5= > Gn 二 + 12* (= 10). 
如 果 用 6. 3, 1 的 方法 , 则 完全 不 必 求 出 Str} ,上 内需 用 公式 
S = S80) = S00) 二 js (zjdz， 
on 
710 求 3 = 人) 一 1 7(3n ~ 2). 
解 ” 用 (3n 2) 一 一 | dx， 


le _ 1 dx 1 x 
一 一 四 3 0 一 工 一 - -一 
s=| 瑟 ” 7) dr | 3 2 十 7 


= i x ln? 
711 求 3 一 > (一 1)"/(3n 二 2) | 一 村 一 了 | 
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加 Cr-1) 1 
712 求 3 一 1 十 之 Ca mi 


_ 1 ~ Con 一 1211 zm 
解 s=] [D+> C2RI1! x" az 


= dx n+ VE). 


6.4 积分 计算 问题 


微 积 分 学 中 一 个 有 重大 意义 的 基本 事实 是 ,积分 与 级 数 在 
很 多 方面 可 以 相 类 比 ( 人 参照 2.2. 3). 认识 到 这 一 点 ,你 就 自然 力 
图 将 解 级 数 问题 的 方法 移 用 于 积分 同 题 ,这 样 做 往往 能 获得 成 
功 . 现在 就 让 我 们 将 上 节 中 的 方法 推广 于 积分 计算 ， 

设 要 求 “ 参 变 积分 "Ta ~ | f(x,aydz 而 不 易 直接 完成 .类 
比 于 上 节 中 的 “ 逐 项 微分 求 和 ”与 * 逐 项 积分 求 和 *, 此 处 考虑 
“积分 号 下 微分 ”与 “积分 号 下 积分 ” 的 积分 计算 法 ; 简 言 之 ,部 
对 参数 a 的 微分 法 与 积分 法 ,所 用 公式 恰 与 上 节 式 (6. 3. 1) (6 
3. 2) 相对 应 . 

6.4.1 ”对 参数 微分 法 

此 方法 楚 于 公式 (参照 上 节 式 (6. 3. 1)， 


中 8 
Te) = Tan) +| dy| flx mdz, (6.4.1) 


其 中 a。 应 取得 使 rev) 容易 算出 ,最 好 是 7ao) = 0. 应 用 公式 
《6.4. 1 的 效果 取决 于 积分 [了 (x,y)dz 是 否 便于 计算 ;而 这 又 


取决 于 tz,y) 是 否 是 f(x,y) 的 一 个 简化 . 当 f 是 对 数 函 数 、 
反 三 第 函数 一 类 的 函数 时 ,使 用 公式 t6.4.1) 通常 有 明显 效果 . 
现在 就 来 看 一 些 例子 . 
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天 
7413 求 1= | lnrfsinz 十 aicosiz dr (a > 0). 
解 ” 令 TT 二 Ila), 显 然 1I(1) 一 0 由 (5.4.1) 有 


yecos 工 于 
1= ay siniz 十 yconix 
fr _dr 
‘= tg7) 一 | 2 Cy Fel 


x rn lt 
= 二 刘 5 一 吕 2 


714 “ 求 了 一 na -2acosz 十 ez)dxztla| 1)., 
解 “类似 于 上 题 ， 


fF ”fy 一 COSTD) 
I= | 1 一 2ycosx 十 yd 


a 2 1 d 
《用 题 477) 一 | 1 十 芋 二 1 1 空 . 
(ti 
因此 , 当 0 
1 jng1l 一 2 
71S 求 了 二 dz 
RI) 
解 ” 令 【= Ta),; 则 710) 一 0 于 是 
1= Jdy| - 二 多 
9 ,本 ST 
| “ | dz 
| wl1— x 2) .9d>|, (1 — vy:}t* -1 
=xCtw1— a — 1). 
类 似 地 你 可 解 : 
i ntl — a’x’) 
求 了 工 一 
?16 求 | 本 dxtlal| 所 1). 


ro nnl+t -ee |. 
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” arctgtazx) 
717 求 I | 冯 2 


[= (1 十 |af 一 -二 本)sgnqdj- 


718 求 了 一 | gm-aretgCatezydz 
v 
解 令 了 一 Ta) 则 750) = 0， 


T= 
j » re 


CT gr) = | 中 FT 
sgnealn(1 十 lal7， 
车 积 分 会 两 个 参数 a,5, 首先 应 考虑 能 否 化 为 一 个 参数 的 


情况 . 
1 b+ asinz 
719 求 1= | sna b— asinz 


解 邻 了 二 T(E),k 二 a/b, 则 
r= 1 1n 工 十 Asinyj 


o SMT CO— gksinzx 


drt0 a cs 有). 


/2 
Cf = tgr) = jd 1 
四 2dt 
= js. 1 y 
| rxdy 如 
一 一 Xarcsin 一 .. 
+/ 四 


其 次 ,可 考虑 对 每 个 参数 微分 的 方法 . 
729 求 工 一 | raretgararetgbrdr a 0, 
Lo 
解 邻 了 一 Tasp) 网 70, 5 一 Jta,0) 一 0, 于 是 


站 由 
了 一 | ay| Tysz) de 
和 bl 


229 


-| dz| 【1 二 x2?) 
= 2 x[ta + bylnea + £8) — alna — Plns]. 


你 试 做 一 个 类 似 的 问题 : 
721 求 1= [en asxiyintl + eriYdr(a ,Bh 0). 


结果 ;J 二 /ap + oz asln 4 pln 


适当 的 分 项 积分 , 亦 可 将 两 参数 积 :分 站 于 单 参 数 的 情况 ， 
722 求 了 一 Xe 一 cospridr {ap > 0) 
解 ” 首先 考虑 仅 富 参数 a 的 积分 : 


人 zx-i(e 1)dr = [ dy| er 


“去 站， 


其 次 ,类 似 地 算出 | -1 -cosbxjdxr 一 br/2, 于 是 1 = (br/2) 
某 些 不 合 参 数 的 积分 可 通过 引入 参数 然后 对 参数 微分 的 方 
法 计算 ,如 同 数 项 级 数 可 通过 帘 级 数 求 和 一 样 (参看 6,3. 3). 
723 求 1= | dr. 
解 。” 此 题 的 困难 是 arctgx 引起 的 ,因此 代 以 arctgax;: 寡 希 
望 于 对 a 微分 后 消去 反正 切 函 数 . 于 是 令 Ka) 一 | Carergar/x 
v] 一 2dz. 类 梓 于 题 717， 


dx 
‘1 ?= C+ ey) VI 


[1 万 二 | = yp pF 


230 


一 于 | dy n+ we). 
2 Jn 1+y 2 
6. 4.2 一 种 典型 情况 
车 1 二 | pee) Lf cx,an) 一 Azria} dx, 则 可 用 公式 : 
1 = | ay] pe fe ds. (6. 4. 2) 


公式 (6.4. 2) 订 看 作 是 (C6, 4.1) 的 一 个 变种 . (6. 4. 2) 的 适用 请 
况 具 明 显 特征 ,因而 比较 容易 把 握 . 
了 24 求 7 一 人 ze esinmadr (m8 0,a,b> 0), 
解 直接 用 公式 (6. 4.2) 


» 
了 一 一 | ay|- 人 ed 


一 [ 名 ~ vsinmzrdzr 


一 =| = | arct 6 arctg < 
Tm y= arctg 7 ctg 
725 求 | x le 一 em dr {= DIn a p00 
所 -= 


726 求 1= | Tein| ln 六 | dzke,6> 0)， 
n nT 


解 用 [6.4. 2) 并 佐 代 换 ， 一 -- lnzr: 
了 一 | asinc 一 lnrydz 


由 om 
一 | sy| 和 DT 
站 i 


一 | dy 
1 二 ty 二 1) 


po—u 
一 arcg&T i tat E41) 
求 了 | 和 dr(0 ab < 1). 
727 9 J (7 41)nr 2 


解 用 (6. 4.2) 并 参考 题 67， 
了 一 [ea 十 x} dx 


一 [80 一 yy)dy 


a | 
i [ snp ~ ln br 


728 求 1 一 | zcosazr 一 cosbz)dr(a,b > 0). 

解 。 初 看 之 下 ,此 题 不 过 照搬 前 面 的 方法 而 已 - 磁 到 不 收 
敏 的 积分 | sinzydz 之 后 ,你 才 意识 到 老 办 法 行 不 道 . 幸而 有 
个 引进 “ 收 伍 因子"e-* (CA > 0) 的 补救 办 法 ， 


cc 


TtA) 一 | ex (cosar 一 coshr)dr 


= | dy evsinzydz 
o 


| Yd» 1 可 十 着 


于 是 了 上 = To) = int&/ay. 
729 求 了 = 一 fa 二 27)!'cosazxdx. 
解 此 上 题 表 面 上 不 局 本 段 类 型 , 但 注意 到 1 = 
exp[ 一 yt1 十 zj] 上演 %. 之 后 .就 可 以 沿用 老 办 法 ， 
1 一 | ay| er eosardz 


一 [evay| ereosazdz 
og 
《用 题 152) = 直人 一 1 fey | ed 
. n 全 BP 与 | > 
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《用 题 153) 一 Fe Tl. 


5.4.3 ”对 参数 积分 法 
与 公式 人 6.4. 1) 相对 而 与 上 节 !6. 3. 2) 相当 的 公式 是 : 


了 , 
了 (Ca) = [jazl .FED)qy| 。 (6. 4. 3) 


因 以 | Frxzsyyday 奉 代 7zral 带 来 简化 的 可 能 性 要 小 些 , 故 46. 
4. 3) 不 及 (6. 4.1) 常用 . 举 两 个 简单 例子 : 


= TSINAaT 
dd. 


解 用 (6.4.3) 及 题 728: 
= 久 |- xdx [sinzydy 
daJo 1 十 xj 
d [™ cosax 


~ dajs 1 十 天 


下 x _ 
= dal ze = Fsgnae 


731 求 了 一 [wesinbrdzca > 0). 


lel 


解 ”用 (6.4.3) 及 题 152: 
se 由 
了 一 S| ze “dz| sinzydy 


一 一 所 三 cosbrdx 
到 


6.4.4 逐 项 积分 法 
为 计算 积分 == | f(z)dx 而 应 用 RMI 原 则 的 另 一 途径 是 ， 
利用 “展开 一 求 和 ”这 ~ 互 道 程序 , 即 首先 展开 f(z) ;f(x) 一 
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Su, lx) ; 逐 项 积分 后 求 和 以 得 出 工 , 即 
I= S| wrydr. C6.4. 4) 
732 求 了 = | = Ilngl — zx)dz. 
解 ” 利 用 Intl 十 xx}) 一 > (一 1)” 1 记得 
i 
了 一 > {Oo 1 12: 
733 求 1 = J aztmal — x)dx. 
解 利用 lngl 一 x) 一 一 了 > za 
2 jy zx"lnzdr 
= > 计 | sed 
1 NJ 
= > 1 
: n(n 二 17 
= > 1 1 ] 2 _ 开 
:Lntn 二 1) {tn 十 1 6 
734 求 工 = [zee 十 1) dx. 


解 ” 利用 (er 十 D7 = 十 e711 = 3. 


19)" te 


e 
二 “i 全 一 c++ 人 
> ;» 《一 1 ,Te x 


一 2 (一 1 
了 


= 15- 

仿 此 你 可 解 以 下 两 古 . 
QQ 1 ] 1 

人 下 | 1 (~ | 


23 生 


六 dz 1 i 
736 求 | zr 一 5 [= ej 
* XSNT 
737 求 1= ,Tacosr F gd lal A 1 
解 ” 当 19| 过 1 时 用 Euler 公式 展开 被 积 炒 数 ; 


四 站 T 5 时 一 下 

了 一 [2 gq" lrsinnzdz 
rl ™ 1 

> 4 | zsinnzdz 
~ (a)" 

TO 


gn 十 gq). 


当 |q| 之 1 时 I= lntl 十 gy- 中 (参考 5. 10. 2)， 


738 求 了 一 [na 一 2gcosxt + adzx(la| 所 1) 


提示 :ln(] 一 20cosz 十 9g) 二 一 2 geosnrsl 一 他. 
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第 七 章 不等式 之 证 明 


你 看 了 标题 之 后 ,可 能 会 有 些 疑 惑 : 这 是 一 个 值得 专 辟 一 章 
的 重要 课题 吗 ? 确实 ,你 学 过 的 大学 数学 教科 书 中 ,没有 哪 一 节 
是 专 论 不 等 式 的 . 但 这 给 密 不 表明 不 等 式 不 重要 . 恰好 相反 ,不 
等 式 是 数学 中 最 重要 的 东西 , 它 所 承载 的 信息 之 多 , 叭 有 等 式 可 
与 之 相 匹 . 一 个 简单 而 有 普 遂 意义 的 例子 是 ,对 于 * 量 总 控制 量 
4”" 这 一 事实 ,除了 用 不 等 式 4 专 BB 来 描述 以 外 ,你 还 能 想 出 更 
好 的 表达 方式 码 ?可 以 说 ,数学 提供 的 不 等 式 僵 多 ,对 于 量 的 比 
较 就 愈 方便 . 天 学 数学 能 提供 大 量 的 不 等 式 ,而 其 中 不 少 是 通过 
习题 来 识 悉 的 . 

好 了 ,你 最 关心 的 只 是 本 章 将 如 何 告诉 你 证 不 等 式 的 方法 、 

只 有 一 句 开 头 语 是 必 老 的 :对 于 每 一 类 不 等 式 的 证 明 ,我 们 只 选 

树 那些 可 靠 的 、 有 标准 "操作" 程序 的 方法 , 唯 有 这 种 方法 是 易 
于 掌握 的 . 


7.1 基本 不 等 式 


本 节 所 称 的 基本 不 等 式 , 是 指 Cauchy 不 等 式 ,Holder 不 等 
式 与 均值 不 等 式 ( 详 见 下 文 ) 它们 的 应 用 是 如 此 广泛 ,以 至 可 以 
说 ,对 它们 有 某 种 程度 的 熟悉 是 当代 大 学 生 基 本 数学 修养 的 必 
备 要 求 . 基本 不 等 式 是 许多 其 它 不 等 式 的 狂 泉 ;本 节 给 出 从 基本 
不 等 式 导 出 新 不 等 式 的 一 些 例子 
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7.1.1 Canchy 不 等 式 
上 所谓 Cauchy 不 等 式 是 指 
| Dx] : < 字 Dy 3 C7?. 1.1» 

其 中 zy 中 所 i 护 ) 是 任何 实数 . 凡 涉 及 到 估计 形 如 > zy 的 
量 时 ,你 务必 联想 到 Cauchy 不 等 式 ， 

739 ”证 明 不 等 式 57.1. 1). 

证 ”此 不 等 式 的 证 法 其 多 ,以 下 的 证 明 可 能 是 最 简单 自然 
的 ， 

DO Dry) = Dz? Dy Dry Dy 


一 cy + zy — 2 yr7y)) 


= 3 一 zy) > 0, 
下 面 考虑 由 《7.1.1) 导出 新 不 等 式 , 设 要 证 不 等 式 的 小 端 
为 D> jai， 为 应 用 (7. 1. 1),， 关键 在 于 和 找 出 适当 的 分 解 一 
些 典 型 的 分 解 在 下 列 例 题 中 示 明 . 
740 证明 nD 伟 Vn zx}. 
证 取 二 1; 用 (7,1.1) 得 ; 
(Ba) < Da Dy = ns 
741 证 明 ( Dx) 和 & DYal Bax?Ca, A 0). 
证 利用 分 解 Ti = a {ra) (7.1.1) 立 得 . 
受 此 启发 ， 人 So 
742 ”证明 [ Dr) 二 D Ye ea 
743 ”证 明 [C1 一 X23)/0Q 一 2 平生 全 ee 六 ee (于 
天 1)， 
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744 ”证 明 { > az 委 全 aazka 之 0). 
提示 :利用 分 解 :ad 一 V M V aa. 


745 证明 |asinz 十 Becos 工 | 二 va 二 总. 
证 ”由 57.1.1)， 
|asinzr 十 beosz | SE YE 十 如 Jsinez 二 cosix) 
= /ar Fm. 


746 ” 设 cosa,cosB,cos7 是 某 向 量 的 方向 余 就 ,证 明 |acosa 
十 BcosB 二 ccos7Y| 芒 Wa: 十 如 十 


如 果 你 注意 到 本 书 不 断 强调 和 式 与 积分 立 间 的 类 似 , 那 么 
容易 想到 对 于 积分 亦 会 有 一 个 Cauchy 不 等 式 , 它 就 是 : 
[| .repgcoaz] 去 | Penpdz| Cr)dx, (7.1.2) 


其 中 fg ECla ,65 实 味 上 ,只 要 (7.1. 2) 中 出 现 的 积分 存在 即 
Ty. 


747 证明 不 等 式 (7. 1.2). 
证 ”以 下 证 明 完 全 是 题 7?39 证 明 的 一 个 仿 填 ， 
| ec gi{rdx 一 [| rasceaz] 


一 于 | | Fey) 十 (yg (zr) 一 
2f (rg Cr Fy) gy) Idrdy 
二 | | tfc)gcy) — fly)gtr) dxzdy 0, 
由 《7.1. 2) 导出 新 不 等 式 的 方法 亦 类 但 于 由 (7.1.1) 导出 
新 不 等 式 . 以 下 各 题 可 看 作 古 740 一 746 的 推广 . 
748 证 明 [| reopaz] < @ 一 | fr)de,f € Cla, 
2 (下 同 ) 
749 ”证 明 
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门 2 rt 四 
| fiz)da | < | BIT EfClr)/e Cr) dr(e (tr) OY). 


750 证明 2 < J (Cre dr, 


证 和 用 六 da a dx 与 上 题 ， 
[zewar| "dzr 完 去 [| Vrdr] 一 2 

752 证明 

[fasinzdz] < | re | forysinirdzrtf ea) = 0)., 


提示 :条 上 照 题 744， 
753 证明 


[J fasinadz] 十 [| focoszaz| < [| raz] 


CFAr) 0， 
提示 :利用 上 是 . 


< 到 Vr Cx ydr 


证 ”这 由 (7.1.2) 与 | zzd 一 173 得 出 . 
7. 1.2 Hoider 不 等 式 
设 pg > 0,p 1 十 g 1 一 1,Holder 不 等 式 是 指 ， 
Dy | DE 之 由 | 和 人 57. 1. 3) 
当 疡 一 4 一 2 时 (7.1.2) 与 (7.1.3) 重合 ,可 见 (7. 1. 3) 是 (7. 1， 
2) 的 推广 . 
755 ”证明 不 等 式 (7. 1. 3). 


754 证 明 af cde 
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证 “此 不 等 式 证 法 亦 甚 多 ,以 下 证 明 用 到 不 等 式 a ?7 委 
Pia 十 9 blasb 学 0; 参考 题 11), 不 妨 设 国 裕 0 且 


zf 天 0, 于 是 

| zz (DR) ” 

Ix? ] li yr 17a 
一 之 57 2 
[| 
* [|+ + 
由 Holder 不 等 式 导 出 新 不 等 式 很 类 似 于 Cauchy 不 等 式 的 

情况 ,只 举 少 重 例 子 . 


756 证 明 iD 

证 “在 (7.1.3) 中 取 wi 一 1; 

nl 1 a DY lel) = {; 1 SY ls I 
7S7 证 明之， 六 多 Eg ( Syer ) we Se lz 1 


提示 :条 了 照 题 742. 
758 ” 设 f,g € CLa,8]; 证 明 积 分 形式 的 Holder 不 等 式 ， 


| reosgczydtz 和 [entdz] (flac tadz] 
《7.1. 4 


|=。， 1 十 4 一 1， 


提示 :用 如 题 755 的 证 法 . 

759 证 明 | 7Cz)dzx < YN 二 a[| ren az] 

提示 :占用 [7.1.4) 并 参照 题 756. 

7.1.3 均值 不 等 式 

对 于 ”个 数 ” 凑 0, 有 各 种 意 交 下 的 * 移 值 ”, 町 而 亦 有 比较 
各 种 均值 的 不 等 式 , 最 著名 的 是 “几何 均值 过 算术 均值 ”, 即 
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A pt C7, 1.5) 
C7, 1, 5) 的 如 下 极 值 推论 其 有 重大 意义 ,有 定 和 的 # 个 正 数 仅 当 
彼此 相等 时 积 最 大 ;有 定 积 的 个 正 数 仅 当 彼此 相等 时 和 最 小 
(参考 题 3786). 

760 ”证 明 不 等 式 (7.1,5). 

证 ”此 不 等 式 证 法 甚 多 ,用 微分 法 可 能 最 简捷 . 国定 9 =: 
人 > 次 07.1.5) 相 当 于 > lnz 所 mn(SAna)( 某 个 荆 一 
0 时 不 必 证 ) ,于 是 问题 归于 解 

max 之 ne, Dz 一 心 

令 工 = > inz 十 2, 则 江 /ar 一 0 得 贡 一 一 和 1 执 ! 所 
nn) ,因此 x; 一 Sm, 从 而 之 ;nz， Wnt /nn). 

由 (7. 1.5) 可 导出 许多 其 它 均值 不 等 式 , 以 下 是 两 个 例子 ， 

761 证 明 zz。 a [车 二 zf + 十 x, >> 0 
pO 

证 在 (7.1.5) 中 以 x 和 代 Zz 全 所 i 所 1) 即 得 . 

了 自立 证 明 y Tie nf Dr, > 0), 

证 在 (7.1.5) 中 以 1/z; 民工 即 得 . 

在 (7. 1.5) 中 取 二 2 HE asb 摸 坟 + 得 

Vab SE? ia tb ,ab 0. 《7.1.6) 

《7. 1. 6) 是 最 简单 而 又 最 常用 的 不 等 式 之 一 ,但 其 应 用 仍然 往 
往 被 迄 覆 ,下 面 考虑 几 个 例子 ， 

763 证明 va 所 271(8 二 ab (ab > 0)., 

764 证明 da™ 十 an 区 et) 

以 上 不 等 式 易 从 (7.1.6) 推出 . 
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765 证明 居 姑 所 expf 一 2 vxyinalInb)(x,y 守 0,0<a, 
五 过 1) 
证 令 站 一 一 zina 一 一 ylnp, 刚 要 证 不 等 式 化 为 
ud? vu v0). 


7.2 单调 性 与 不 等 式 


设 要 证 不 等 式 已 规范 化 为 ， 
Firm0O (Cah) 《7.2.11) 
或 T(xX) 守 0 (4 和 I 工 过 让 ). (7. 2. 2) 


车 能 判明 庆 (x) 汪 0( 字 中, 而 了 (a) 字 0; 则 因 (zx) 严格 单调 增 
《单调 增 ) ;不 笑 式 (7.2. 1}(7.2.2) 必 成 立 , 这 样 ,问题 转化 为 证 
新 的 不 等 式 
FO 0 ra) 0 (7.2. 3) 

或 Da rN fa) 0. (7.2.4) 
当然 你 会 指望 (7. 2. 3) 或 (7. 2.4) 较 易 证 明 . 倘 (?.2. 3) 或 (7. 2. 
4) 仍 不 能 直接 证 明 ,进而 可 考虑 二 阶 乃 至 更 高 阶 的 导数 . 你 不 
难 证 明 以 下 一 般 结论 : 

设 n 宇 17 ro (a) 0 ), 
则 不 等 式 (7. 2. 1) 成 立 . : 

你 不 妨 写 出 使 不 等 式 (7.2, 2) 成 立 的 相应 条 忻 . 

?.2.1 关于 初等 函数 的 不 等 式 

766” 证明。 一 1 > (1 二 lntl 十 (x > 0). 

证 令 了 (72) 二 一 1 一 十 zln(1 十),; 则 

I(r) =e lntl ro 1; 


本 a 1 
f(r)=e Tz>0*> 0)， 
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这 与 A0) = 疡 50) 一 0 一 起 推出 所 要 证 . 

767 证 明了 一 2 < nfl 上 < (TD 站) 

证 念 Azry 一 lnfl4z) 一 十 ap, 则 产 (人 Cr) 一 《1 十 
dz 1 一 1 十 zz 一 1 人 1 十 0 DO0zrm>0), CO0) = 
六 (0) 一 0, 这 推出 工 一 类 /2 过 In 十 2. 闫 做 地 可 证 ntl 十 
工区 

768 证 明了 工 一 2 之 In( +X 一 11/2 之 IT 0) 

证 ”这 归于 证 f(x) 二 ln 一 x 十 X27 000< 工 < 所 
172). 因 (x) = 二 4 一 一) 下 守 0,f(0) 一 六 (0) 一 0, 夏 结 
论 成 并. 

769 证 了 明 (1 二 ze (Il 十 TCF 0). 

证 ”首先 将 要 证 不 等 式 化 为 

in 二 x 三 十 nt 二 x) (x 0D)， 

于 是 其 要 证 fxz) = 二 人 十 xnt1 十 xX) 一 XT 疡 0tz 六 站), 这 由 
六 zy 一 In 十 zi 全 DGzm OO) 一 0 和 蕉 出 ， 
770 证明 (2 一 1 之 ln 十 2 < 之 1). 

提示 :化 为 题 769 的 情况 . 

771 证明 e 之 人 十 x (fr 半 0)， 

证 ”只 要 证 (rT) 一 1n(] 十 xX) 十 (xX 二 21 一 2 0(r 
主人 ,这 由 广 (2) 二 (十 7 十 2) 祈 0,100) 一 0 推出 . 

772 证 明 e 一 (十 ni/(2n 十 1) (nr 完 17, 

证 ”只 要 证 了 (x) 二 In( 寺 十 ln(tl 2 er) 一 之 全 > 
0 六 0; 这 由 六 (4) 一 《1 十 5 十 5r)(r 十 1)772Cz 十 2 一 
DOzm>0iA0 二 fA' (0) 二 0 推出 . 

以 上 所 题 表明 ,将 要 还 不 等 式 化 为 (x) 之 0 时 ,应 全 (x) 
尽 可 能 简单 ,以 便 判 定 产 (z} 半 0 或 广 (x) > 0. 

773 证明 2rprr<sinr 之 Xt 之 Kw/2). 


证 “ 易 证 sinz < rz 人 0 令 Fr 一 xlsinr 则 六 (z) 
一 Tricbszfzr 一 tegr<n0t0<z<rA2. 和 参看 题 775) ,因此 z) 
> fri/2) = 2 BT sinz > 2rpAr0 < I 2). 

774 证 明光 一 < sin 工人 0) 

证 ”只要 证 (x) 一 sinz 一 荆 十 1 > 0(z 六 0); 这 由 
FT) = sinz > 0(zT >) = fF (0) 二 0 推出 ， 

775 ”证明 tgx 半 区 二 /30 之 之 /2). 

证 ”只 要 证 f(x) 二 sinz 一 (XTX 十 TXT/3)coszT 六 0000 之 区 之 
zi2), 国 (x) 二 T(r/3)sinr— rcosrl= Xa(r) ET Cr) 
一 (5/3)zxsinz 十 (z:/3)., cosz 六 0,f(0) = g(0) 一 0, 故 所 要 结 
论 成 立 ， 

776 证明 2lnsecx < sinrtgr(0 < 了 < /2)， 

证 上 只要 证 f(x) = sinxztgz 十 2incoszr > 0f0 之 工 之 
Ti2), 这 由 f(x) 一 sinzseczztl 一 cosz 和 人 0,F0) 一 0 推出 ， 

777 ”证明 (天 十 (Cl 十 XY》 守 24(1 一 2A] 一 242") (0 
1 

证 ”只 要 证 72) 二 Gm 十 (i 十 2)(1 一) 一 2mf 
2 0. 因 | 

FAr) = on nr lg(r) gr) = mr mr "nn, 
gm TI1); 秦 gg(7) 所 
&8(1) 二 0; 因此 (0) 各 0 从 而 fz) 宇 了 f(1) 二 0. 

上 题 及 题 775 证 明 中 都 用 较 简 单 的 上 代替 了 忆 ,这 是 很 值 
得 注意 的 . 

以 下 两 征 中 的 不 等 式 含有 多 个 变 元 , 斑 庆 当地 选 定 其 中 一 
个 变 元 作为 自 变量 . 

778 ”证明 ( 十 y 守 Cr 二 Cy 00 之 a 之 
Bb). 
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证 今 al)=erlngz 十 六 只 要 证 疡 (ay<0Ofa 0)， 


tlnt 十 sins | 
Ts lntr 十 <)， 


其 中 1 一 ,一 yy; 因 窒 5 > 0 内 要 证 
gift} = tnt sns— G+ n+ 0 0). 
这 自 g' 人 扑 二 nf 一 nf 十 让 之 00 六 0),g800) 一 0 推出 ， 
779 证 明 (z 十 3 人 2 十 办 (zy 和 人: 起 全 1) 
证 ”只 要 证 Fi 一 0 人 十 下 一 地 一 1 人 0 人 > 的 ,这 由 
靖 ( 人 二 站 (1 十 站 2 一 BO0OG Or0) 一 0 推出 . 
780 证明 sinr < 3rpxr(rA6 之 < xf/2). 
7.2.2 积分 不 等 式 
含 积分 的 不 等 式 在 本 章 中 多 处 出 现 , 此 处 仅 讨 论 那 些 能 用 
单调 性 方法 证 骨 的 积分 不 等 式 . 
781 设 / < CL0,1] 单 谓 减 ,证明 a fz)dz < 


of' (ao) = 


[fendzoo Cal). 

证 不等式 中 含 变 元 a, 如 同 7. 2. 1 一样, 首先 应 构成 某 个 
联系 于 不 等 式 的 单调 函数 Ra). 此 处 以 | rez)dz 一 orz)dz 
作为 (a) 不 能 成 功 ,合适 的 选择 是 令 Ra) 一 二 | Aczdz(0< 
a 扫 1 只 要 证 下 Ka) 之 (1) 一 | -7ceydz ,这 由 下 式 得 出 : 

gp a) = af(e) 一 [frydr afla) — afla) = 0. 


以 下 是 应 用 题 781 的 两 个 具体 例子 ， 
782 证明 


ja 一 dr 2 er? “| 各 为 十 3| | 


‘R00 和 41), 


证 ”首先 算出 (参考 1. 4. 1) 


1 
ja 一 ZX" dz 一 到 | 《1 — De ed 
1 ， 


_ al, 二 | 一 Vr dh 于 十 3 
于 是 所 要 不 等 式 由 题 781 椎 出. 
783 证 明 | 《1 一 xiy dr SE Saxr/32. 
视 示 :在 上 题 中 取 1 一 5. 
设 了 tir) 是 [a,5] 上 的 可 微 印 数 , 若 f' (zx) 单调 增 (单调 减 )， 
则 Cz) 是 凸 ( 四 ) 郊 数 ,此 时 由 其 图 形 的 明显 几何 特性 可 推断 
出 一 系列 积分 不 等 式 [ 见 题 784 一 787), 这 类 不 等 式 适 于 用 单调 
性 方法 证 明 
784 ” 设 产 (xz) 音调 增 , 证 明 
| codz S60 FA 
证 “不 等 式 并 不 含 自 由 变 元 , 在 这 种 情况 下 ,常见 的 做 法 
是 将 一 区 间 端 点 如 扬 换 成 变 元 , 即 令 FCx) 一 Cz 一 a[Fa) 十 
AKCz)] 一 ?| 7cpde, 要 证 者 (6) 渤 0, 这 由 (a) 一 0 及 下 式 挫 
出 : 
下 (Cr = fa fr) + Cr AF Cx) — 2f (C7) 
= tr alf tr) fo0 
{a 
785 设 疡 (zl 单调 增 , 证 明 


| f(az > (pC— a) 


和 3. 


证 令 FGz) ~ | fed 一 人 4)f' 4 地 <| ,要 证 者 
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POD) 六 0 这 由 开 ta) 一 0 及 下 式 推出 ， 


PCz) 一 Fa) 一 川 “全 | 一 二 (z of | 和 | 


-ro-rle3a]。 
[< 外 
| 


786 设 fr (zx) 单 证 减 ， 证 明 fede 之 a) 
Ta) d+ fb) 
Lt IO, 


787” 设 f(z) 单调 碱 ,证 明 | f(z)dz < 02 -ef “过 人 
以 上 两 题 的 证 明 可 借鉴 是 784.785. 若 以 一 f(z) 搞 Fr)， 
则 其 蛙 论 直接 以 题 ?84,785 推出 ， 


7.3 极 什 与 不 等 式 


极 慎 关系 本 身 就 是 不 等 式 :wn 委 maxa. 周 此 ,通过 考 碟 极 值 
问题 来 证 不 等 式 是 很 自然 的 , 下 面 分 单 变量 与 多 变量 两 种 情况 
考虑 . 

7.3.1 单 变 量 情况 

车 要 证 明 tx) 所 Ma 二 工 扎 交 , 则 只 需 指明 

max f(x) MM C7, 3.1) 

具体 敌 法 是 ;首先 验 明 (a), 了 A) 过 和 (a 二 一 地 或 5 二 00 时 

了 ta) 或 (5) 应 理解 为 极限 ) ;然后 式 出 扩 (x) 在 人 ta 内 的 零 

点 Zz(] 态 1 碌 1m) 并 验证 (zx) 所 M. 当 要 证 不 等 式 换 成 x) 守 
MM 时 ;以 上 方法 禹 作 的 眉 改 是 显然 的 . 

788 证 明 2 区 十 人 一 了 三 100S 雪 1 六 人 1). 
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证 令 71 一 如 十 址 一 2 风 27 扫 1 一 6) 一 
7 其次, 疡 (rz 一 pz 一 民 一 直 5 可 避 172 询 瞧 一 零点 ， 
且 Fl1727 一 2 因此 2 雪耻) 扫 1， 

你 必定 很 容易 证 明 题 788 的 以 下 推广 : 

789 ”证明 2 之 十 Ca 一 Xa 和 工人 dP 六 
1), 

790 证明 3zz 所 W401 十 z(t 蒂 0)， 

证 只 要 证 f(z) 一 3x 一 4. 因 了 (0) 一 90 之 
YA fo = 6 3 dA 在 (0,00) 
内 有 了 瞧 一 零点 ze 二 27 Y4 县 xzo) 一 学 4 , 故 要 证 结论 成 立 . 

你 可 能 提出 取 卫 (x) = 3z2701 十 2) 但 这 是 一 种 效果 从 佳 
的 选择 . 

791 证 明 宫 (1 一 x) 过 (ne) 71(00 之 XZ 之 1 之 1). 

证 令 f(r) 一 (一 2) 加 0) 一 了 (1) 一 0 (7) 一 
Tn 一 《2 一 1)z] 在 (0,1) 内 有 了 唯一 零点 zz, 二 z(tn 十 1), 且 
Fr = ntl tat! < Caey 7 

用 题 769 ,因此 Fr 过 Cney 1 之 1), 
792 ”证明 一 zi 必 4/2300< 委 工 委 1)， 
证 因 = 人 一 z)2 在 一 173 时 取 极 大 值 , 故 
Zr 一 工 半 过 >) 3 | | 一 57| 疗 | < 入 

793 证明 (7 十 1 一 人 or 十 1 和 (VB 一 1 
十 (x 守 0,5 1)， 

证 令 Flx) = 十 1 一 CBxr 十 1)71, 则 了 (0) 二 (co) 
二 0,f' (x) 有 了 唯一 零点 1/ V5, 且 fl/ vv 5) 一 (wp 一 


1)7Cw5 十 1) , 故 要 证 不 等 式 成 立 . 
794 证 调 v2aexr 委 exp{ar) (zr 完 Da > 0). 
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证 ”只 要 证 (x) 一 rexp( 一 sz 外 1 va2ae. 因 0) 一 
Feo 二 0 之 17 V2e4 ,让 (x) 有 了 唯一 零点 zo 一 1/ v26 且 Fro) 
二 1/ vzae, 故 所 上 结论 为 真 ， 

你 来 证 类 似 的 问题 : 

795 证 明 e < (ez 让 00), 

796 证 明 (zxz 十 y)” 寺 2 二 jy 让 dn 六 1)， 

证 令 Fz) 二 2 十 一 Cy 0), (co) 
六 0, 产 (x) 有 唯一 零点 3》 上 且 了 OY) 二 0, 因此 f(x) 安 0. 

上 面 证 明 中 将 y 当 常量 看 待 - 这 种 观点 对 于 处 理 某 些 多 变 
量 不 等 式 是 有 利 的 ,如 下 题 . 

797 证 朋 xzy 寺 nz 二 eri(x 所 0), 

证 ”只 要 证 f(x) = xy 一 Xnz 守 er 产 0). 因 ff(0) 一 
0,ft0) 二 一 oo ,A (zx) 有 唯一 零点 x 二 1 有 量 了 (x0) 二 1， 
故 所 要 结论 为 真 ， 

下 面 是 一 个 稍 复杂 的 问题 . 

798 证 明 5siniz < 扫 dexptx 一 arctg2}(z 守 0), 

证 ”只 要 证 Fr) 一 ersinz sd4A5e ee 最 然 (0) 一 
Feco) 一 0. 六 (Cr 一 ersin2rfl 一 2-1tgx) 在 (0,ce) 内 有 零点 
Ts 一 jiTA 1 与 各 一 7 十 arctg2fa 0) 由 flramn) = 0 


一 机 一 4 _ 
f(x.) 一 e 可 可 na < e TE 5e rtp , 


FFC = ee "sin (arctg:) = Se 
推出 所 要 结论 . 
7.3.2 多 变量 情况 
以 两 变量 情况 为 例 说明 方 法 要 点 如 下 : 
《将 要 证 不 等 式 写成 Fr < 委 忆 (PC F9 应 尽 可 能 
简单 ,特别 应 便于 求 导 . 
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ii) 对 任意 指定 常数 (当然 要 求 < 在 9 的 值 域 之 内 ) , 解 最 
大 值 问 题 


maxf (ryy), x,y} 一 上 7.3.2) 
为 此 应 用 Lagrange 固 数 法 : 令 工 = 二 了 十 9, 由 
L;=0,L,= 0, 一 上 《7. 3. 3) 


解 出 (z.3.)(4 并 非 问 题 最 终 所 需要 ,但 求 出 它 可 能 有 助 于 求 
Ty), 
iii 验证 lz ,3) 确 为 问题 (7, 3.2) 的 最 大 值 . 若 (z,y). 是 
《7. 3. 3) 的 唯一 解 , 实际 考虑 能 断定 (7. 3.2) 有 最 大 值 存在 , 则 
了 (tz,Yy) 必 为 最 大 秆 而 无 需 验证 . 
tiv) 验证 jz S 守 Ce)( 往 往 有 zz) 一 下 (ce)) 轩 e 的 
任意 性 , 知 要 证 不 等 式 成 立 . 
将 (7. 3.2) 中 的 max 换 成 min 并 相应 修改 其 它 各 项 ,得 出 
证 不 等 式 .六 zy 裕 了 COMzs3)) 的 方法 ， 
7T99 证 明 Ce 十 En] AZ 了 et 
证 ”归于 解 最 小 值 问题 
minfer 二 ez y=. 【7.3. 4) 
二 十 站 十 A 十 ;由 工 ,一 二, 一 0,x 十 y= 二 cc 解 出 z+ 
23 一 cj/2. 因 当 z= 十 ?一 ceo( 或 ?一 co 时 全 十 让 一 co， 
e* 十 @? 一 2e"? 确 为 问题 (7.3.4) 的 最 小 值 ,因此 
e+e 2er 一 2eero72. 

上 题 中 的 不 等 式 可 写成 | 生 记 < 去 [fgz) 一 f(y)]， 
了 (xX) 一 全 .实际 上 ,此 不 等 式 对 任何 凸 函数 成 立 . 下 面 儿 个 实例 
由 你 来 证 明 ， 

800 证 明了 e 十 3e 芒 (十 er 人 (my 人 0， 
801 证明 <*lnz 十 虽 ny 节 人 十 y)lnffz 十 3 (zy > 
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0), 
802 证明 光斑 十 YYy 入 2 Yr 二/2Cry > 0). 
803 证明 2tg[ Cz 十 y)/2] 所 tg*X 十 1gy00 和 Ty/2). 
804 证明 十 守 2e (zy 人 0， 
证 ”问题 归于 解 最 小 值 问 题 
minte’ 十 ery Ory 0. {7.3. 5) 
令 工 二 十 站 十 XAT 由 工 二 二 ,二 0.xy 二 cc 解 出 x 二 yy 一 
VE. 当 xy 二 人 0 之 TT 一 0 时 yy 一 09, 从 而 ef 十 一 00, 可 见 
十 一 2e "7 是 问题 (7. 3.5) 的 最 小 值 .因此 
ee 站 一 2 
305 证明 xyz 态 27[ (zr 二 yy 十 x/5 J (tr, yz > 0). 
证 ”考虑 最 大 值 问 题 
maxryzi,X 二 y 二 ?x 二 c 六 0,r yr 0, 

令 工 二 xy2 十 A(T 十 yy 十 z). 由 = 二 人 二 0,X 十 y 十 2 二 c 
解 出 zz 一 > 一 z/3a 一 <c15, 于 是 (省 略 有 关 极 值 性 的 说 明 ,下 同 ) 
Tye! IJ2 27 (e155) 一 27[(z 十 》 十 zx)A5]. 

你 将 有 不 少 机 会 磁 到 类 仙 于 题 805 的 问题 ,因此 应 有 兴趣 
解 以 下 几 题 . 

806 证明 zy 委 108[(z 十 十 xz)A6 Triysz > 0). 

807 证明 16012rzysz < 扫 9VT + YYy 二 Ye) Cry, 
> 0) 

并 示 ; 令 凿 = 二 ru 一 yy ,w= ys ,化 原 不 等 式 为 
Wve > 0), 

808 证明 xiy’z 入 [Cxy 十 yz 十 TE)/4] (xyy2 > 0), 

809 证 明 xyCa 十 个? (Car 二 by iitr,y ab > 0), 

证 ， 辐 定 a, 必 六 0, 考虑 最 大 值 问题 
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maxzx war + by= te 0O0ry > 0. 
仿 工 二 x 十 ACaz 十 By) ;从 上 二 工 ,一 04x 十 B63 二 < 解 出 
工 二 y= 三 cj(a 十 8), 于 是 
2 

利用 题 809, 你 容易 证 明 : 

810 ”证 明 (z/rOwCy/n)* 入 [zr 二 w/o 二 下 J" yy 
mn > 0). 

811 设 0< 二 a 二 1 一 之 1; 证 明 x*y 入 orz 二 By(x,y 话 


0). 
你 也 不 难 证 明 题 809,811 的 以 下 推广 : 
812 证 明 ] [a < (Dyed Bb) Yas > 0). 
38313 设 记 >>0, > 四 一 1 证 明和 二 本 /六 
814 证 明 azi 十 By 沁 - 针 Br 十 ?Cryra,b> 0). 
证 ”固定 sa, 0, 解 最 小 值 可 题 , 
mintar’ FF Py) r+ y=e > 0xr,y> 0 
令 工 二 a 十 by 十 AZ 十 y), 则 从 工 ,= 二 工 ,二 0,x 十 y= 二 c 解 
出 二 be/(la 十 让 ,Y= 二 acila 十 如 ,于 是 
四 


2t2 二 by: 守 ar: 十 by: 一 地 干 BT 十 3 
用 类 似 的 方法 你 能 证 明 ; 
£2 
815 证 明 szzs 十 如 这 i 十 ya bryy > 


0). 


252 


7.4 含 导 数 的 不 等 式 


本 节 设 e<Bic= (ee 十 四 72 一 人 一 ay2rz) 是 [ab 
上 的 局 或 C 范 数 . 由 Tayler 公式 ， 有 


(ztz) 一 (十 六 (Cr 一 (7.4.1) 
FO = FF OOo) 2 一 了 )2， 
《7.4. 2) 


其 中 # 介 于 zz,y 之 回 ,xY,y 所 [ao 适当 地 选 定 zx,y 并 利用 有 关 
六 了 , 广 的 条 件 , 可 得 出 关于 | 了 (x) 1 或 | 产 《xr}| 的 一 定 不 等 式 ， 
它们 可 用 作对 |7Cx)| 或 |F' (x)| 的 某 种 估计 . 

7.4.1 对 |.Jcx) | 的 估计 

首先 考 政 依赖 于 Fr" (x) 的 估计 ,此 时 利用 公式 (7.4. 1), 且 
通常 选取 ?使 Fo) = 0. 

816 设 卫 ECilLa: 时 Fa) 一 了 (5) 二 0, 证 明 

[fr R21 a) max | Ca). 


《7 4. 3) 

证 令 允 一 max| 太 (| 取 定 zE [a, 如 ,在 (7.4.1) 中 到 

3 一 2 得 | 六 zy 过 Mr 一 Ga). 同 理 | 7z)| 委 1 避 一 zz 于 是 
(Pa) 
一 


[Fx 过 MWminf 一 一 了 过 术 


有 趣 的 是 ,条 件 F(a} = 5) 一 0 通常 可 代 以 re) = 0C 记 
住 c = kz 十 把 /20). 你 试 证 明 ， 

817 设 了 人 cla:5lFrc) 一 0 证 明 (7.4.3) 成 立 . 

818 设 fEC[a,65],f(a) 一 (22 一 0 证 明 


| fo) ldz 4 a max|fi ,7.4.4) 
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证 “” 依 题 816 的 记 导 有 |Fr)| < 委 Mminfz 一 ae 一 了 T)， 
于 是 
Flea de < Mf fz ~ dr + [6 — sde| 
一 Fb— ay’, 
819 设 AEcecle,5],rcc) = 0, 证 明 (7. 4.4) 成 立 . 
其 次 考虑 依赖 于 产 (x) 与 产 (x} 的 估计 ,此 时 利用 公式 57， 
4.2) ,日 通常 亦 了 到 使 f(y) 一 0. 
8S20 设 太 Ecra5.rral = Fo = 0, 证 明 
Fr A216 amax{|f' (a)|,|f' 0)|} 
十 4-76 一 a max| fC) | (a < 
证 令 M= max{|F ca)l ,17 |},N = max|f° Ct) |. 
取 定 工艺 [2,5], 在 (7.4.2) 中 取 y= 二 a 得 |f(x)| 扩 Mr 一 a 
十 27NCr 一 9a). 同 理 有 |7Cx) | 所 和 MG 一 zx) 二 21N (Ch 一 x}:， 
综合 起 来 得 ， 
[FO 2 MG 0) + AIN[tr — a + (8 x)] 
2 1M 一 a) 十 4-'N(2 一 a)?( 用 题 789). 
821 设 上 ECcsfaprrce) 一 0 证 明 
[fix | 2 | 十 8 一 他 max |f (2)| 
ta 和 工 记 如 ). 
证 .证 明 | |f Co) ldr 4M 一) 一 CN/2D) Ga). 
证 ”利用 题 820 之 证 中 所 得 不 等 式 有 : 


| fc) ldx <| [mc 一 会 ) 十 Fr 一 oa jd 


十 | | MGe 一 十 EG 一 x)* |dz 
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-| 学 je 一 池 十 | 冯 | (6 一 aa. 
823 设 丰 ECcsfa:osFee) 一 0 证 明 
TE 竹 直 人 一 a)" max | fC291, 
证 在 (7.4.2) 中 取 ? = 二 < 并 在 两 边 积 分 ， 
| reopadz| 一 fre Ce) Cr ce) 十 二) (z 一 :Jdz | 


二 | [rr — idx |< 3| (x — oidz 


一 6 一 ay:(CN 依 上 题 )， 


当 涉 及 3 阶 以 上 导数 时 喜 用 3 阶 以 上 Taylor 公式 . 
824 设 三 EC[a:8lPfc) 一 (0 证明， 


[Fa) — fh) | 所 0) max|f 01. 
证 用 Arz) 在 二 一 cc 处 的 3 防 Taylor 公 导 
Ac 土 有 一 Fe) 十 计 f(OOR: 十 Ef CR, 
3 
HB 一 Kao1 一 等) 一 人 | 
所 高 6 一 ax max |f* Ca) |, 


825 设 卫 EC or 所 订 ,证 阴 ， 
A Fe Zoo 


2 一 _ — 
o|< < a). 


证 用 fz) 在 x = 二 cc 处 的 4 阶 Taylor 公式 ， 
坟 4y 
fle +h = fo +f OF + Te e+ 人 


各。 二 了) feey role = May 


7.4.2 对 1 了 ' (tx)| 的 估计 
如 果 给 定 了 关于 Cz) 与 Cx) 的 某 种 条 件 , 则 本 能 借助 于 
公式 (7.4. 2) 得 出 关于 |P(z)| 的 一 定 不 等 式 . 
826 设 王 E€ C0,2j,|FC2)| 过 1,| 产 (x)| 声 1, 证 朋 
IF | 和 20 并 2). 
证 ” 取 定 x € [0,2], 利 用 (7. 4.2)( 适 当 改 换 字母 ) 得 : 
FD = fOr} Fr)O— r+ oF (tx, 
(20 = fr) FD xD rx), 
其 中 .7 € [0, 引 .以 上 两 式 相 减 得 : 
21 产 (Cr 一 | FC2) — fC0) + 2 (Er 一 2P(9C2 一 2)2| 
安 2 十 2 zs 十 (2 一 2 了 ] 守 4 (用 题 789). 
考察 上 述 证 明 你 容易 着 出 ,实际 上 条 件 还 可 降低 ,县 可 在 任 
何 区 间 [a ,58] 上 考 虚 ， 
827 设 广 © C:[a,5]j, 证 明 
[fn Boa fF) — fa)| + 21té 4) max | f(D. 
ar) 
828 设 E Cr[ab];Fa) 二 了) ,| 六 (x) | 之 NN, 证 朋 
[fr | NG a)/2( RI) 
这 是 题 827 的 特 款 ,给 出 直接 证 明和 如 下 ; 取 定 zx € [a,5], 以 
< 士 PzT 取 代 (7.4.2) 中 的 zx,y 得: 
Fe 十 外 一 xz) 十 户 (rc 士 下 一 工 ? 
二 217 (Ct xr), 
其 中 大 EE jay8j. 因 f(a) = (8), 故 由 上 式 得 


[fi er)| 一 ay 二 六 17es DG a) FE a 一 


< TCG — 2) 十 Ce — 0) JT a 
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829 设 了 EC 一 coccy| 六 Cr) M,C | NN. 
证 明 | 产 (zy| 过 Y2MN( zx| 一 co)， 
证 ” 取 定 xz, 任 给 及 半 0, 由 (7.4.2) 有 
f(r 二 R) = fxr) tf (rh 4 2 1 (Eh’, 
其 中 6 € (x,x 土 A), 由 上 式 得 (参照 上 题 之 证 ) 


1. 疡 (2r)| = 六 f(z FR fr hy 2 (Eh 
一 271F (ER | 


过 去 (2M + NA:) = gh), 


于 是 | (7)| 所 mingth) 一 V2MN (用 微分 法 求 g 之 极 值 ). 

830 设 fECDaej,| 六 (xX)| 各 和 N, 玉 在 l(a,5) 内 有 极 值 
点 ;证明 | 了 7 Ca 一 | 了 (| 和 NE 一 a), 

证 ”由 条 件 知 有 zo EE (a 让 (zx0) 二 0 对 产 (x) 用 一 阶 
Toylor 公式 :让 Ca) 二 f(r) 十 六 (a 一 zo) la ce< ro) 于 
是 | 产 (a)| 守 NN(zo 一 ca 同 理 | (9 二 NG 一 zz) 因此 
EP Cg | + Fe ARNG— a). | 

831 设 了 EC[e PCz)l 近 内, 证 明 

[Fn + FD EE fi) | — 2 — oN. 
提示 :在 < 士 严 处 展开 (ec). 

7.4.3 含 导数 与 中 昔 的 不 等 式 

主要 考虑 舍 FS 是 某 个 “中 值 汶 的 不 等 式 , 且 以 公式 
(7, 4. 2) 作为 主要 工具 . 

832 设 了 ECLa,bj ta) 一 了 (6) 一 0. 证 明 : 

[FO | 8) fa)|(3 ft € fab)). 

(7. 4.5) 


证 在 (7.4.2) 中 取 x 二 c,y 二 c 土 上 得 


fle) = Fle th) + 2 IF (eh, 
其 中 ECcsc 士 如 ,由 上 式 得 ， 
{FD — fa) = 一 22 ED 一 CE | 

2 =， 
其 中 $$€ [LS ,最 后 一 步 用 到 导数 的 “ 介 值 性 质 ”, 任 给 可 微 
函数 ? ,不 论 9' 连续 与 否 ,p' xz) 从 而 |p (x) |) 所 取 的 值 必 充 
满 一 个 区 间 ( 后面 将 密 次 用 到 此 结论 ). 

土 题 中 的 条 件 疡 (al = 六 雪 ) 二 0 可 代 以 产 te) = 二 0, 即 你 
可 以 证 明 ( 参 照 817)， 

833 设 上 ECeEa: 习 , 疡 (ce) 二 0, 证 明 (7.4.5) 成 立 . 

834 设 fECTDablfia) = 了 (5) = 0( 或 fc) = 0), 证 
明 


LP CT3 4 一 areoaz| (了 ¢ € Caby). 


提示 :对 F(z) 二 | /C4)di 用 前 两 是 

以 下 是 题 833 的 一 个 推广 . 

835 设 卫 后 [arro 一 0xzocE (ay 证明: 

[Fe) | 2 ma Bz) fo)l(I te 
Ca.b)) . (7.4. 6) 

证 在 (7.4.2) 中 取 工 一 * 士 请 ,一 2 得 

Fe 士 有 = For) 2 ft et x) 
21 F060 一 Fo = EB ro) — FOE ro — 4)’| 
FE Eo zo | FE |r — ay? 


[fF 1 xo) [Fr — a) 
2 2 
[Lixo 4 有 十 地 To) ] (8 — zo + {xo — a 
= [x 一 Ga Bo x) fF) |, 
其 中 二 (rorc hE [2_,E (参照 题 B32 之 证 ). 
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836 设 AE Cia,b],f 在 (a,5) 内 有 圾 值 点 .证 明 存在 上 
E Cab) fe 2G— a) fb) ~— fla)l. 

提示 ;利用 (7, 4.6) 及 十 789. 

837 设 AECaebj,fr) ==0,26 {a,b);, 证 明了 $$ 七 
Cab): 


[Fe) | 六 2L4ze 一 和 十 (一 人 po 和 1] 


| rezodz|， 
提示 :对 Cz) 一 | /dt 用 题 835 
838 设 fECitasbl,f(a) = 7b) =0,M = max f(x) > 
0. 证 明了 ee CD MG 
证 取 zo€ (ta5) ;使 fx0) = MM, 则 (Cxo) 二 0, 于 是 
0 二 feth)= M+ 2 (th ra 
minf (£.) ~ 2M .min{(c +h- wx}!} 
=~— 2M "min{(ro — a hb ro) BM a)-!, 
因此 可 取 专 = 二 或， 
839 设 fiECLab lf a) ~ fe) = 0M= minfr) < 
,证 明了 上 和 (a,B); (6) 六 一 8M (6 一 a)”, 
提示 :用 上 疆 的 证 法 :或 省 考 着 一 f(x) 并 直接 用 上 题 结 


论 . 
7.5 含 导 数 与 积分 的 不 等 式 


本 节 假 设 ea < 一 bc 一 (Ca 十 站 /2. 苦 EC[a 本 , 刚 
f(z) = fy) 十 fr (dtsrsy € [ab 07. 5.1) 
利用 (7. 5. 1) 可 得 出 关于 f(z)1( 及 | 产 cz)dz 等 ) 的 一 定 不 等 
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式 . 这 一 方法 有 赖 于 以 下 两 个 考虑 ， 

{) 在 (7. 5. 1) 中 适当 选取 yy, 使 ly) 为 已 知 ,最 好 是 了 Cy) 
一 已. 

di) 人 稍 计 积 分 | 了 Cydt 时 通常 要 利用 Cauchy 不 等 式 或 
Holder 不 等 式 57.1. 2),(7. 1.4). 

7.5.4 对 |yCr)| 的 估计 

这 类 估计 可 从 (7. 5. 1) 式 两 边 对 y 积分 得 出 . 

840 设 了 Eco 证明 

le) oy tif Wd Ere); 


{7.5.2) 

F202 < | folay + 2 IF (ydy. 07.5.3) 
证 ”直接 对 (7.5.1) 两 边关 于 yy 积分 ， 
[fe)| = Fle + fr Cd dy 


1 1 
<| [fC lay 十 | Cy) [dys 


Es 


|fa72) 1 < | lf ldy + 『 fr Ca |ay 
a 自 
1 72 1 2 1 EE 
Ee d 电 ， _ 5 
< | ep 了 + 上 中 [Cdz + oo CD 1dz 
1 Hi2 
一 | ifty)|dy 十 上 yf Cyldy 十 fa — yr Cy ldy 


i 1 1 ， 
<| ion |dy 十 去 | xz Cy) idy, 


着 过 上 述 证 明之 后 ,想必 你 能 证 明 题 840 的 以 下 推广 
841 设 广 & Ci[a,58],; 证 量 


. 
orl Saal ly + If aya ze); 
《7. 号. 4》 
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Ho 二 诗人 ropoiay 二 二 epidy 
842 设 也 E Ci[o,ejve > 0, 证 明 
fet ods + lf ld Sr a). 
考察 (7. 5.2)(7. 5.3) 之 证 明 看 出 ,关键 在 于 估计 积分 
上 [7 atldy. 
证 (7. 5. 2) 用 的 估计 很 粗 ;证 (7. 5. 3) 时 因 有 > 一 1/2 这 一 有 利 


条 件 , 所 用 估计 稍 细 些 . 下 面 是 对 (7. 5. 4) 的 一 改进 . 
843 设 E Casbj,a 所 区 所 ,证 朋 


1 由 
WT Se EE 
+ max{| IF’ yay, 1F 1dy). 
证 ”依据 题 840 的 证 法 ,只 需 证 ， 
后 站 全 
f(x) 一 sz) lf ldy 所 sa| 上 7 cdy|dy 


gO—a | 
sa Lol or fof ir om] 
=pia[) Gof Wldy+ |G Wf dy | 
<stale of Wdy + Goff lay| 
Smax{| fi wldy,| cold 


844 设 E Cia.65],fla) 一 0 证 明 
FE oF Wh 0) If hdr 
证 ”在 (7.5,1) 中 取 y 一 4 并 用 Cauchy 不 等 式 ， 

产 (z) = [jr Gd] < ~ ff en hae 
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845 设 太 E Ca fa) = Fo) = 0, 则 
Pn) CLF Emax {| iiP ld,| If Co ldz) 
TI) maxll].| 溃 。 


< Fe fn lde. 
提示 :用 上 题 的 证 法 . 
7. 5. 2 对 | CxYdx 的 估计 
车 fty) = 0, 则 由 (7,5,1) 有 
| fC)dz = | 和 cdr] dz C7. 5. 5) 
对 [| Gd ] 用 Caueby 不 等 式 ,就 可 从 C7.5.5) 得 出 关于 
| (edzx 的 或 租 或 绍 的 估计 . 
846 设 fECfae,bl,f(a) = 0, 证 明 
[far SEG a If Ca) lid 7.5.6) 
证 ”在 47. 5.5) 中 歌 » = a, 并 用 Cauchy 不 等 式 , 有 
[fendz ee | ce 一 adz| IfF’ C0 lsde 


昌 


山 
< 安 pa 一 a7| [FG id. 


847 设 E Ci[a,5], 了 (5) = 0, 证 明 (7.5,6) 成 立 . 
提示 ;用 上 题 证 法 - 
S48 设 f 河 [arcc) 一 0 证 明 


{reyar SEG— a fn hd 05 
证 ， 用 题 846 的 证 法 但 略 加 改进 ， 
fF (trydx = | [7 (dt | dz 
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-| | f' (dr | dz 十 [fe (de | dz 
<|. 


Ce zdz| [fr ce 12dt + Le adz| If C9 ldt 


Fe — a) 中 [fF Ct |ide + 于 所 —c) ‘| [7 GG) lds 
(6 — a) :| | PCzylzdz， 

上 而 详细 写 出 了 证 明 过 程 , 意 在 使 你 进一步 体会 证 法 特点 . 
实际 上 ,只 要 组 台 题 846 与 847 的 结果 就 驶 了 , 循 这 一 思路 的 证 
明 由 你 自己 去 写 赴 ， 

在 题 846 之 证 中 ,以 | ir CD 1zdt 代替 了 | |f' (4) 5de, 这 无 
疑 太 粗 臣 了 , 且 看 下 题 如 何 改进 . 

9 设 三 EC ra) 一 0 证 明 : 
| Per?az 去 S| (x) [dx 


去 | 他 一 az Cx) [idx (7. 5. 8) 
证 ”部 分 地 沿用 题 846 的 证 法 : 
| mcmaz 二 [ea 一 adz| [Fy jad 


《分 部 积分 ) 
a 上 
一 襄公 一 ao |F' Cr) ldzr 一 去 [ Cx 一 ay|f' Cr [dx 


比较 (7. 5,6)(7. 5.8) 看 出 ,， (7. 5.8) 右 端 要 小 二 | (zx 一 


ea22| 产 (zzdz ,因而 较 (7.5.6) 有 显著 改进 , 你 自然 会 推 想 对 
题 847,848 亦 可 和 作 同 样 改 进 , 不 过 证 明 要 由 你 自己 来 完成 . 
950 设 让 七 Cifab | Fe) 一 D0, 证 朋 ; 


bh 2 
[fcrdr< | If Cx) ladz 
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一 | 一 rf (zy1sdz. 
2 | 
851 设 六 ECa5, Fe)l 一 0; 证 明 
由 四 2 
[fedzr < SIF Cx) lidz 
一 二 | cz — oz| 产 (z) dx, 
| Feoaz <i6— ao IF Cr) idz 


-去 | Ce af Cr) dz 


一 去 | 人 一 az Cz) lidz, (7.5.9) 


提示 :利用 | 一 | 十 | 并 综合 题 849 与 850. 


注意 不 等 式 47. 5. 9) 强 了 于 (7. 5. 7). 这 也 表明 ,条 件 f(a) 一 
f(b) 一 0 与 fe) 一 0 的 作用 大 昼 相 当 . 利用 (7. 5.9y ,你 还 可 以 


进一步 证 明 ，: 


853 设 fEeEC[abl,ftay = fte) = f(b5) = 0, 则 


’ 1 2 ” ! 2 
[fdr < so — ay | (Cx) [dzx. 
下 面 由 你 来 证 明 一 些 应 用 前 述 结 论 的 具体 不 等 式 . 


854 设 了 ECILo 2rlgfz) 一 六 (Crysinz 十 Czyecosx. 证 


明 ; 


二 . 拓 e 中 
| Frysinrzdz 所 | gtx}ydx, 
入 


提示 :应 用 题 844,850,851. 
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1 上 
855 证 明 | Cl 一 zaxs 二 | 《1 一 2772dzr 并 算出 各 分 
检验 结论 ， (1/30 < 1724)， 


856 设 了 Eco) 二 fta) 二 0. 证明 


| -Penmaz < | (a 一 4 着 


十 [fta Oo x) | ldzx. 


提示 :利用 | 二 三 证 | 并 用 题 849,850. 
7.5.3 未 题 
35S7 设 和 EC,1]. 70) 一 


f(D) =0, fr > DO 二 六 
一 Di. 证明 | | 了 (zx)/f(x)ldz 之 4 


证 取 Tn 世 (Os.1) ,使 了 (Co 一 JaX F(x), 则 Co 人 0, 
了 ' (xo} 二 0, 于 是 
fro) = IW Cdt = | fxdx 
mf) ldz. 


同 理 , f(xo) 过 (1 一 | |FCr) dx, 因此 


f(z0) < aa] oo felaa] IF Cr) dx 


流 3 一 工 ) max| [Fy) Ea [Fa ld 


让 [re dz] . 
于 是 


! | fF (Cx) 1 1 _ 
| FS Fy| lf dr > 4 


858 设 六 EE Cliia,86],fta) 一 六 ,证明 
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[reeoaz] < 0 一 ao fF' Cr ldr. 
证 ”用 分 部 积分 及 Cauchy 不 等 式 ， 
(freadaz] = [fe ~ br edz] 


Es 总 地 一 a If (C7) dx, 


7.6 用 级 数 与 积分 证 不 等 式 


7.6.1 用 级 数 证 不 等 式 

首先 ,Leibniz 型 级 数 是 不 等 式 的 一 个 重要 来 源 . 设 当 上 之 
2n 时 ak 严格 下 降 趋 于 0,3 一 >) (一 1 和 as 则 

PDTa SD ~ Dla 1). 

《7. 6. 1) 

n 取得 愈 大 ,不 等 式 (7.6. 1) 就 全 精密 (自然 也 铺 复 杂 ), 许多 初 
等 函数 (如 sinz ,coszx ,lnti 十 I) ,arctgx 等 ) 的 Taylor 级 数 是 
Leibniz 型 级 数 《 对 一 定 的 z) ,因此 可 建立 形 如 (7.6.1) 的 不 等 
式 . 


2 2 4 
859 ”证明 1 一 志气 cosx 之 1 一 椰 十 加 (Oz 所 )， 


证 已 知 cosr = 了 (一 1 zf/(227)1, 只 项 验证 单调 
性 : 当 D 近 人 < 下 了 芝 1 时 ， 


二 加 十 2 

(2n 十 2)! _ Zz Ea 
i 1 
Con)t 


利用 上 题 及 sinz 志 x(x 室 0) 可 以 证 明 : 
860 证明 cosfksinzy D> sin (cosr), 
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证 ”注意 当 |z| 所 1 时 有 sinz 安 人 z| :因此 
sin(cosz) 所 |cosz| 所 2 5] 十 cosez) 
= 1 — 2 lsinzr < cos(sinc). 

最 后 一 个 过 必 为 所, 和 否则 由 题 859 有 sinz 一 0 此 时 原 不 等 式 自 
动 成 立 . 

利用 Intl 十 xz) 一 之 人 (一 xn 你 易 证 明 : 

861 证 明 开 一 2 xlInt 二 X27 十 3 ri(0 
1 

固 受 收 使 条 件 的 约束 ,用 级 数 法 证 明 的 不 等 式 对 变 元 的 限 
制 可 能 偏 强 . 如 上 题 要 求 0 志 z 之 1, 而 实 了 对 上 它 对 所 有 工 守 0 为 
真 . 尽管 如 此 ,级 数 法 还 是 因 其 明显 与 简捷 而 独 具 好 处 . 

862 ”证明 Dy (一 14 1 2 十 372) < 之 x 之 


FD 


证 与 (7.6.1) 对 照看 出 , 仅 需 指明 
二 一 ] 了 1 一 za 1a 克 
2 (—1) (2 37") = 六 


22 一 


由 展开 式 arctgz 一 了 人 人 (一 1 x2 12n 一 1) ,上 式 左边 为 


1 1 

一 - 十 一 
arctg 六 十 arctg 到 一 arctg 2 > 
-让 | 

863 证明 505/162 < r < 1073. 

证 ”在 题 862 中 取 = 一 1 即 得 ， 

车 表 为 正 项 级 数 :8 = > ,aas 沁 0;, 则 对 的 估计 要 困 
难 些 . 为 证 上 8 所 5 < 委 口 ,通常 选取 六 ,co 使 六 雪 a 所 c 且 二 一 
人 各,C 二 Dye 因 刀 ,ev 的 选择 有 很 大 灵活 性 ,这 一 方法 不 太 
容易 把 握 . 先 看 一 个 简单 例子 . 
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864 证明 1 < 一 > < 2 
证 ”这 由 不 等 式 [nt 十 1)] 下 之 2 之 ntn 一 1)] 得 


A 1 1 me 1 
1= 之， 上 一 oF]= 2 ntn 4 1) 


< 让 过 1 十 sy 

上 题 给 出 的 估计 显然 太 粗 , 若 先 提出 前 两 项 1 十 2 然后 用 
同一 方法 , 则 可 得 较 好 结 

865 ”证明 19712 < Tn < 7/4， 

注 :你 车 记得 之 ) nz 一 mA/6, 则 可 将 上 题 的 不 等 式 改写 成 
wJ972 <A v2 Wm 3.08 < 3, 24ee., 

866 证明 e 之 人 > (ED 十 (nln) Ca 这 1). 

证 ”你 必定 记得 e = > (1) ,于 是 只 逢 指明 : 

> , 商 = 序 [ i+ 二 万 页 二 可 二 

< 

对 上 题 的 不 等 式 ,现在 给 你 一 个 直观 印 莹 , 以 包 记 不 等 式 
之 右 端 , 则 5, 一 3,64 一 2.751b; 二 2,722." 6, 一 2.71875,…, 而 
2 一 2.71828…、 

作为 上 题 的 辅 动 结果 , 你 能 推出 : 

867 证 明 e 一 人 RD 十 Bar00 扫 入 二 107 裤 
1). 

868 ”证 明 3ln[Q 二 Xj/ 一 x)] 之 (6z 一 4zalAfl 一 
ZO LI 1), 

证 ”利用 Iln(l 土 xx) 的 Taylor 级 数 . 
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一 2 


1 十 
| 3 二 | 一 2 到 


人 Dr 号 全 一 4 
一 2 十 于 说 -+ 3T — xy 


二 12x* 十 12 
869 证明 ln(1l TD 工读 (> 0). 
提示 : 令 工 二 21 一 总 并 用 上 丁 . 

， 2 一 12zz 十 12 
870 证 明 In(] 一 2z) 六 一 训 T 一 让 人 人 1) 
提示 :全 上 一 了 (2 一 >) 然后 用 题 868 之 证 法 . 


871 证 明 


| 1 十 i <exp| 1 十 To i | 六 17. 
提示 :以 zf 0) 代 12 取 对 数 后 归结 为 题 869 中 的 示 等 
式 ， 
题 868 ~ 871 中 的 不 等 式 尼 可 用 7. 2 中 的 方法 证 明 ,但 涉及 
较 繁 的 导数 计算 ,你 不 纺 尝试 一 下 . 
7.6.2 用 积分 证 不 等 式 
最 简单 的 方法 是 : 若 f(x) < gCz)va 一 5, 则 | Fe)dz 二 


| ecoadz; 若 Fe 之 g(r), 则 后 者 亦 可 换 为 之 . 


872 证 明了 < arcsinzr 之 工 二 3 (0 二 < 之 0.78). 

证 ”积分 不 等 式 1 之 一 2 下 之 1 二 wi(0< 之 rz 0 
78) 即 得 . 

你 大 概 已 经 看 出 ,不 等 式 1 之 (1 一 4X- 之 1 十 x 下 是 要 
证 不 等 式 两 边 求 性 的 结果 ,因而 上 面 的 证 法 实质 上 与 7?.2 中 的 
方法 无 异 , 而 后 者 似乎 更 易 掌 握 . 不 过 对 于 下 例 就 不 能 这 人 么 说 
了 . 
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873 设 f€ cr[o,1], 证 明 exp| | Fr)dz] 和 | ecdz 
证 令 a 一 | rcoadz 用 ?7.3.1 中 的 方法 可 证 后 六 工 一 
1 一 se 之 XZ 芝 oo0),; 因 此 ef 这 了 (x) 一 4 十 1, 于 是 
| ceaz > | Cream —a+1lldxr=1. 


如 时 你 充分 理解 了 上 面 的 证 法 ,就 能 证 : 
874 设 AECL0,1]|,PECC 一 oo0,00) 满 是 xX) 守信 y0(1 
二 于 一 (一 00 之 yy 达 0o) ,征明 


df dz) < pf) ydz. 


考虑 单调 函数 的 积分 是 导出 不 等 式 的 另 一 重要 方法 . 此 方 
法 直观 意义 明显 ,比较 容易 把 握 . 例如 , 若 A(x) (zx > 0) 严格 单 
调 下 降 , 则 


m 十 1 a +] nn 
fev = BD) fed < Bf) 
人 时 
之 (1) 十 二 :| Fx)dz = f(1) 十 [feydz. 
上 一 1 


(7.6.2) 
车 fz)(z 0) 严格 弄 加 , 则 类 似 地 有 


fevde + FD < BFR) < [fondz + fon). 


C7. 6. 3) 
选取 适当 的 ,可 从 (7. 6.2)(7, 6,3) 得 出 一 系列 不 等 式 . 
875 证 明 inc 二 1 <131 3 十 | 1 lon 十 1(n> 


1 2。 
证 取 Fr) 一 1 用 (7.6.2)7 即 得 . 
876 证 肯 etnje)” nl! entnf/e) (tn > 1). 
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证 " ”首先 将 要 证 不 等 式 变 成 : 
Alar — n+l1< Dn Dannern+t il. 
由 此 看 出 , 取 f(x) 二 Inx 用 (7. 6.3) 可 得 所 要 不 等 式 . 
现在 你 可 以 解 类 似 的 问题 了 : 
877 证 明 六 一 四 二 DT 所 <1+ 


1 
PO—1 

878 证明! 二 pp 二 DR Tl Cp 1)ne 
— 1(p > 0.n > 1). 

其 次 考虑 用 凸 (或 是 ) 孜 数 的 积分 证 不 等 式 . 若 广 (C7) 六 
0CF(X) 之 0), 则 可 用 题 784,785(786,?87) 中 的 不 等 式 , 且 可 将 
其 中 的 所 换 成 过. 

879 证 明 2te 一 1) 之 wle: 十 1Y(r 0). 

证 ”显然 (es = e* > 0, 因 此 用 题 784 有 
te 

2 


(ln p> ln 1). 


< 一 1 一 | edi < 。 Cx 0 
0 


880 证 明 2nz 之 Cr 一 1 人 rm> 1). 
提示 ;利用 lnz 一 上 汪 ， 
1 


注意 以 上 两 题 均 可 用 7. 2. 1 的 方法 证 明 . 对 于 这 类 简单 情 


况 , 运 用 积分 的 好 处 似乎 不 很 明显 . 下 面 的 例题 更 能 说 明 问 题 
些 


881 证 明了 "| 各 | > 站 于 > 1)， 
证 ” 易 想 到 要 考虑 函数 x" 的 积分 ， 
1 上 + er Ein 
Ee 


le 


< 党 与 下 + 和 ] 


1 < 1 mr 
= 直入 | + 高 ,其 中 用 到 (z7 之 0， 
仿 此 ,你 可 以 证 明 : 
882 证 明之 em > 一 1 人 十 2 (n> 1). 
883 设 太 000<zs<1rEecfo,IJ]. 证 明 
| ! Ff0) + FC0) 
EA | > | fdr 十 一 一 人 


可 个 照 题 879 ~ 883 应 用 题 ?785,787 的 结论 , 仅 举 一 个 例 


884 证 明了 | 全 二 一 < 天 
类 亿 于 题 881 ,但 用 题 785. 


a " 1] ] [下 外 一 1 
= 2 Ln ordz> 2 六 -| 言 [ 守 ++ 


提 


十 Te 12}. 


?7.7 用 中 信和 定 理 证 不 等 式 


7.7,1 应 用 Lagrange 中 值 定理 
设 a < 之 5, 了 (zx) 在 [a,5] 上 可 微 , 则 [720) 一 f(a) 一 2) 
二 广 () ,EE (a5), 于 是 可 依 以 下 三 种 情况 得 出 不 等 式 ， 
(让 茬 夺取 (7) 夺 Bla 之 工 所 加 , 则 
有 A f(b) 一 Za] BB. 


5 一 C7,7,1) 
(ii 著 六 Cz) 单调 增 ( 如 rz) 之 0), 则 
fo LOE pp (7. 7. 2) 
(ii 车 1 C2)| 才 Ma 之 zz 之 所 , 则 
15) 一 fla) 
| 二 《7.7.3) 


当 杂 件 中 的 迄 换 成 所 时 :7.7.1) 一 (7.7. 3) 中 的 扫 亦 可 搞 成 
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达 , 车 A(x) 单调 碱 ; 则 不 等 式 (7. ?7, 2) 应 反 疝 ， 

不 等 式 (7.7.1) 一 《7.7. 3) 给 出 对 形 如 [fC6) 一 fla) ji/ 
一 4) 的 比值 前 估计 ,其 特征 非常 明显 ,因此 ,适用 情况 一 般 是 较 
易 辨 识 的 ， 

885 证 明 铝 一 aa lngBjal < (一 aag0 < a <), 

证 ”首先 将 要 证 不 等 式 改写 成 


a > ~ na ~ bi', 
由 地 看 出 只 需 对 A(x) 二 Imnz 应 应 用 中 值 定理 
Inzx 


886 证 明 


]n 
本 


Cn + nien 十 13 < ie 名 一 Ion x < 


【和 17. 


证 ” 初 着 起 来 要 证 不 等 式 似乎 与 (7.7.1) ~ (7, ?7.3) 差别 

其 大 ,但 道 当 改 写 以 后 就 显 出 接近 57.7.2) 了 ， 
1 -Uneas 十 1 二 一 (ln 一 
nln? (ni 1)—n 
: 1 
~ Cn 二 LlniCn 十 1 

余下 的 事情 只 是 对 f(r) = 1/lnt 应 用 中 值 定理 并 指出 f' (C2) 
> 1) 严格 增 . 

你 不 难 解 类 似 的 问题 : 

887 证明 "Wa /ta 十 7 过 (Ya 一 Ye)ylna < 
Vafnta> ln 1). 

应 用 (7.7. 3) 的 简单 例子 是 ， 

888 证 明 jarctgx 一 arctgy| 入 |z 一 y|. 

颇 感 困难 的 是 应 用 中 值 定理 的 可 能 人 性 不 很 明显 的 那些 情 
况 , 此 时 需 亡 某 些 变换 技巧 . 

889 证明 t1gy/tgz > AD < 二 < 二 和 /2)， 
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证 “首先 注意 要 证 不 等 式 可 变 成 


tgy — tgx tg 
六 > ， 


令 (1) 一 tt 刚玉 (2) 二 sce 开 (0 之 + 之 Tr/2) 严格 增 , 于 是 
tgy — tgz 1 > tex 


一 并 COSiT 还 
注 : 上 汪 可 从 (tgz/x)' 全 0 证 明 . 
890 证 明天 1L 十 Am 十 2 < 一 人 了 扫 0)。 
提示: 要 证 不 等 式 可 号 战 。 


im 人 1 十 zh) ln 1 
lx)—1 1 


891 设 良 (z) 在 (0,5o) 上 单 减 ,7 了 (0) = 0, 证 明 f(zx 十 yy) 
< 十 了 (3 人 
证 ”不妨 设 y 宇 xz > 0,; 于 是 
fr) Fy) — fix ty) 
= [flx) — FO — Lflz ty) 一] 
= Lf Om FNLELIY TI TLy+ rr). 
892 设 产 Cx) 在 ca,5) 上 音调 增 ,xyy€ ka 证 明了 (hz 
Ay) RARITY Af) OA=1 一 Ak 1. 
证 ”不妨 设 XA 之 和 y 令 z 二 代 十 py; 则 
Af tT) + pfly) 一 fz) 
= pLf Cy — fz) — ALf (Ce) — fxr)] 
= pF By ~ 2) AF OV) Cz CO— x) 
= Apty ~ TF Co 0, 
其 中 € (zx,y) 与 了 后 (zz) 由 中 值 定理 得 出 . 
以 上 两 题 的 证 法 可 当 于 如 下 一 般 和 模式 ; 欲 证 入 志 BB, 先 将 BB 一 
凋 表 为 形 如 了 (5) 一 fta) 的 式 子 的 线性 组 合 , 然后 分 别 对 每 项 应 用 
中 值 定理 ,再 利用 .六 (x) 的 一 定单 调 性 质 得 出 B 一 和 录 实 0. 
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] 过 


7.7.2 应 用 Cauchy 中 值 定 理 
设 a 之 6,f,g 在 [a,b] 上 可 微 ,g' (x) 关 0Ca 之 工 之 扣 , 则 
3EE Ca 一 za] Leb) — gta)l= fF" (Eg (8), 
据 此 可 依 三 种 情况 得 出 不 等 式 { 参 照 (7. 7.1) 一 (7.7.3): 
Ci) 车 产 Cz) 单调 增 ,g' (zx) 单调 减 , 则 
1 (a by— fa ep 
Lar 
(ii 车 六 (zx) 与 (xz) 此 单调 增 , 则 
F(a Fb) — fa) FY 7.9.5) 
EB' BY ~ gH) 一 gla) ~ g' {a) 
0 苦 访 雪人)z/g' (2) 和 Ma 之 之 加 ; 则 


Ib) 一 fla) 四 
NE op gla) SM 7. 7.6) 


若 i) tii) 中 的 单调 性 条 件 换 成 严格 单调 , 则 (7. ?7,4) {7.7. 
5) 成 为 严格 的 不 等 式 . 车 tiii) 之 条 件 中 所 换 成 之 , 则 (7.7. 6) 
中 去 换 为 之 . 

893 证明 1 一 271x?<cosrt<]1 一 nrit0 < Ln/?). 

证 ”首先 将 要 证 不 等 式 改写 成 


1 < 一 cosz 一 CDSDb < 二 一 工 


2 1 0 元 
令 zx 一 cosz gtz) = 二 zx: 应 用 (7,7.,6) 与 题 773 即 得 ， 
894 证 明 r xz( 一 2<sinzc2Izfg TI 
rr]- 
证 ”只 需 考 卉 0 < 之 XT/2. 令 (x) = sinr glx) = zt 
一 之 )， 则 


1 Fx) cosx sin| 了 一 z| 1 
"OD i | ~ 
2 


据 此 用 (7. 7.6) 即 得 所 要 证 . 
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7.8 来 题 


895 。 设 /是 以 人 为 局 期 的 连续 函数 , | f(r)dz 一 0， 
Fr) 一 Fo 委 工作 一 yeo zy < 扫 cc) 证 妥 | 7) 大 
二 7 72， 

证 到 e EE [9.7], 使 Lo)1 一 maxl7cz)1, 则 
(FON IF)| = 二 faz| = 二 | | [Ac — fn) dz 


L 


一 天 | [| ce 一 zjdz 十 | ce 一 codz] 


< 计 Ho — fon ld < 到 | le — zldz 


一 郑 [e + (IL. 
896， 设 [Jr 之 T(r 完 m 产 0(a 之 人 底 妆 有 丰 , 证明 
sinferydz I< 所 一 


证 设 A4 二 了 (ta),B 一 了 (6) ,9 是 的 反 交 数 , 则 0 二 4 Cy) 
1/m, 


站 五 

sinf cryda| = | 好 Csinydy| 

a 
<| sinydy = 字 . 

897 设 E CCG- co0,00),f(z) 之 0， 上 fxr)dx 一 


『 Trydz 一 四 zf (zydzx 一 0,4 必 9, 证 明 | ftxYdzr 所 


证 ”可 设 a < 6 证明 让 如 干 推演 完成 : 
ce-2C1 十 az3: | ezydz = Cate | Ff Cr)dz 
<|- trai rtr)dr=a (la) 
898 设 疡 (zx) = /f(x) 1 了 (1) 二 1, 证 天 
limf (x) < 1 十 疡 一 一 
证 首先 由 所 CD 之 0 推出 1 im ra 必 丰 在 .其 次 ,下 
fr) 字 71 一 1Gc 产 1) 推 出 疡 人 (o 委 170 十 zx), 因此 当 x 
六 1 时 有 
f= AD 一 | rode<l 二 | 


一 十 arctegz 一 4 x1 二 dx, 
上 由 此 得 出 所 要 证 ， 
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第 八 章 ”等 式 之 证 明 


在 数学 中 ,大 概 没 有 比 “ 等 式 " 更 重要 的 东西 了 .实际 上 , 解 
数学 题 时 你 几乎 是 不 断 地 在 用 等 号 ,而 等 号 连结 的 式 子 就 是 等 
式 ! 等 式 出 现 得 如 此 善 忆 ,其 形式 如 此 多 样 ,要 将 其 类 型 与 用 法 
作出 简单 的 概括 惑 怕 是 没有 希望 的 ， 本 章 仅 考 虑 有 关 等 式 的 一 
个 课题 ;等 式 之 证 明 , 这 是 你 解数 学 题 无 法 回 骂 且 往 往 为 之 头痛 
的 问题 ,你 会 箱 望 获得 一 些 雇 窃 , 最 好 有 有 某 种 通行 无 根 的 方法 . 
这 后 一 个 愿望 可 能 会 落空 一 -万 能 的 方法 是 不 会 有 的 ,任何 方 
法 都 有 其 局 限 性 . 本 章 决 意 要 为 你 提供 的 ,是 在 一 定 范围 内 行 之 
有 效 的 方法 .一 方面 ,我 们 要 就 你 选 磅 证 明 等 式 的 方式 提出 一 些 
原则 性 的 建议 ,这 些 建议 被 实践 证 明 是 非常 有 益 的 。 另 一 方面 ， 
就 大 学 数学 中 最 常 遇 到 的 等 式 的 证 明 题 ,分别 给 出 证 明 方 法 : 如 
果 你 能 充分 理解 与 熟练 运用 这 些 方法 ,那么 曾 使 你 头痛 的 等 式 
证 明 问题 将 会 变 得 比较 答 易 且 有 趣 ， 


8.1 等 式 证 明 的 若干 通则 


本 顾 提 供 证 明 等 式 的 某 些 要 领 ,它们 不 涉及 等 式 的 上 体内 
容 , 因 而 适用 于 数学 的 各 个 领域 , 故 名 为 “通则 ”但 如 隔 任 何 通 
则 一 样 , 些 处 所 提供 的 一 些 原则 只 能 是 初步 的 指南 ,它们 指出 思 
考 的 方向 ,进一步 的 思路 依赖 于 更 具体 的 知识 与 方法 ,这 将 在 随 
后 几 节 中 逐一 介绍 ， 
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3. 1. 1 证明 等 式 之 途径 

你 现在 面 对 要 证 明 的 等 式 :4 = 上 8B,A,8 是 同类 数学 对 象 
{ 如 数 . 函 数 . 向 攻 . 算 阵 等 ). 从 逻辑 形式 {《 而 不 是 和 具体 内 容 ) 上 
考虑 ,有 如 下 证 明 途 径 可 供 你 选择 : 

{i) 自在 至 右 :4 = 4, 一 4 一 … = 上 乒 . 

《iiy 自 右 至 左 :后 一 五 | 一 站 一 … 一 A. 

Kiii) 中 介 过 渡 :A = 二 C 且 8 二, 

tiv) 等 价 蔡 换 ;4 = BB 寺 Al 一 是 

(v) 不 等 式 替 换 :4 = BABH 有 EB: A. 

最 好 是 用 ~- 些 便 子 来 解释 . 首先 看 “ 白 左 至 右 ” 的 例子 ， 

899 证 明 >) /a2" 一 In2， 

证 ”左边 是 一 个 容易 求 和 的 级 数 : 


7 专 = 一 md 一 二 ) = inz. 
以 上 证 法 似乎 含有 “从 繁 至 简 ” 之 意 , 但 以 此 作为 一 般 原 则 
却 未 必 合 适 . 
900 证明 


(ecostr)™ = ta + btercos(thr | narctgth/a)). 
证 ”尽管 右边 较 繁 ,但 还 是 以 * 从 左 到 痢 ” 为 宜 : 
左边 二 (ew -i ea hay tne} 


[te 十 pe ti 十 《位 — 二 "ee 和 


一 Hea 十 PO Ceosngp tt isinn) (eosbz isinbr) 
TT (Cosng -~ isinng) (cosbxr 一 isinbr) | 
一 ee tt bcosngeosbr — sinngsinbr) 
二 (a Becosthr 二 T+ narctg tb/a)) 二 右边 ， 
其 中 已 命 p 二 arctgtb/a), 


车 及,B 形式 上 差异 其 太 , 难 以 直接 比较 , 则 通过 一 中介” 
过 渡 以 达到 有 = B， 例 吕 ， 
一 lnw 2 十 >) > (— 1) ， 


901 证 明 | 二 
分 别 计算 两 边 : 


一 lnf 之 十 wl 二 x)=1lnd v2); 


| A 
In VE 十 2 (一 1 ne 一 jn /+ Inl1+ 


V2 
一 Inkl 十 2)， 
可 见 要 证 等 式 成 立 - 

你 从 本 书 获得 的 主要 启示 可 能 是 :如 果 你 不 能 直接 解 某 问 
题 , 就 请 转化 它 吧 ! 无 所 不 在 的 “转化 ”, 在 等 式 证 明 中 亦 起 主要 
作用 . 如果 你 不 能 直接 证 有 明 有 4 二 B, 就 将 它 转化 成 另 一 个 与 之 等 
价 但 较 易 证 明 的 等 式 4, 二 BB,. 最 简单 的 转化 是 化 罗 一 晴 为 4 一 

如 二 0, 或 4/B 一 1(4/B 有 意义 ) ,或 nA 一 InB( 攻 4;B > 0)， 
较 特 殊 的 转化 依 束 于 4,5B 的 其 体形 坊 . 1 

902 ”证明 > nl 十 32 一 > [2lmncs 二 1) 一 na 一 
lngmr + 2)]. 

证 ”以 乘积 代 埋 级 数 , 要 证 等 式 化 为 : 

IIT>a + 2 = 工 " 包 十 D 


! nCn 十 23 
由 《1 2) 二 rl wl 一 2 一 1 一 2 
得 出 [7 二 2) 一 1/(1 一 半 ) 一 2. 另 一 方面 ,由 
2 3 和 二 
1 3 4 tr ln) no.2) 
_ 2 二 1) 
nn 二 2 


得 J x + lncn 2)- = 2 因此 原 等 式 成 立 . 

903 设 4ER2 4 一 0 是 直 阶 单位 矩阵 .证 明 坟 一 
-一 了 二 4 二 十 人 

证 ”只 要 证 (1 -- AOC 十 入 十 下 十 A441) 二 了 ,而 这 由 浇 
二 直接 推出 ， 

904 设 和 ,BE R14 十 AB 可逆, 证 明 

C+BA)T = 1— BO + AB)-IA. 

性 示 ; 只 要 证 (I + BA -BC + 4B)-14] 二 了 I. 

更 引 人 的 转化 或 许 要 算 以 “4 亿 B 且 吾 所 A4" 赫 换 “4 一 总 ” 
表面 上 有 看 这 似乎 使 问题 复杂 化 了 ,但 在 一 定 情 况 下 很 有 效 , 有 时 
甚至 是 唯一 可 行 的 途径 ， 

205 设 r) 在 < 人 ke:5 取 极 小 值 且 产 (c) 在 在 ,证 
Fe 一 总 

证 ”由 导数 定 文 与 f(r) 的 极 小 性 得 

Fe) 一 lim Ae + 2 — fte) 


> 0 
fc x) fe) 


-一 之 


fF’ (0) = lim 0, 
综合 起 来 得 出 (rc) 二 0. 

906 设 all 志 1 之 #4) 是 弗 定 实数 . 设 对 任何 实数 zl 所 
六 <) 有 lax 一 0 证 明 e 一 00 各 1 < 妆 由)， 

证 ” 取 定 1 和 妥 站 . 取 必 一 1 一 007 天门, 则 ws 一 
Da 交 0 设 交 一 一 区 人 甩 ) 生 站, 则 a 一 一 > aiy 过 0. 
困 尼 ai, 一 0. 

& 4.2 由 已 知 等 式 导 出 新 等 式 

除了 转化 为 不 等 式 证 明 这 一 比较 特 环 的 途径 之 外 ,等 式 立 
证 明 本 质 上 用 运用 种 种 规 如 从 已 知 等 式 推出 新 的 等 式 . 尽 可 能 
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熟悉 那些 常用 的 等 式 (通常 称 为 “公式 ”), 对 于 等 式 的 证 明 自然 
是 必 不 可 少 的 . 基本 的 公式 可 例 举 如 下 : 
代数 恒等式 ,如 
(a 十 有 ”一 Ya 
Q 一 本 一 (aa 一 Be 十 Ge 滞 十 十 配 7)， 
三 角 公 式 , 如 
coszr 一 cosy 一 一 2sin 三 十 Ysin 二 可 2, 
积分 公式 ,如 Newton-Leibniz 公式 ,Green 公式 ,Stokes 公 
式 及 Gauss 公式 等 ， 
和 公式 ,如 
~ 点 = a 了 月 二 一 -一 ln2. 
日 已 知 等 式 导出 新 等 式 的 主要 途径 如 下 : 
A= B=F4) 一 p(B8), 只 要 人 4) 有 定义 . 
GDACZ) 二 g(x) 过 f(g9(0) 二 g(t)) ,只 训 f(g()) 有 定 


CD ACr) 一 ECz)y=limrrzr)y 一 limg(z) ,只 要 极 隐 存在 ， 
GAr) 一 有 (全 六 (Cr) = g' (x), 内 要 导数 存在 . 
Cr) 一 g(z)>| f(z)dr = | g(r)axr, 只 要 积分 存在 . 
以 上 结论 如 此 明显 ,几乎 不 值 一 提 . 然而 ,在 具体 问题 中 能 
否 运用 自如 就 未 必 了 . 你 在 看 下 列 例题 时 不 妨 检 测 一 下 自己 . 
907 证明 arctg[ (1 十 x/ 一 Xx)] 一 arctgr 一 和 /40z < 之 


1) 
证 ”你 必定 记得 和 和 角 公 式 
tga 十 tg 
I tH) ~ 1 tgagp 
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念 人 一 tgay 二 tg, 当 |g 十 | 之 7/2?2 时 从 上 式 得 
érctgz 十 arctgy = drctg 让 过， 
再 令 ? 二 1 即 得 所 要 等 式 ， 
908 证明 1 十 2 十 富 nz! 二 《一 2 了 [1 一 (一 1x7 
十 nxt | 2 17. 
证 ”你 只 知 对 已 知 的 等 式 两 边 求 导 ; 
二 十 吓人 x 
909 ”证 明 
Dkeoskz 一 | nsin 3 sin 2 1, 
提示 。 利用 2 sinkz 一 sin 人 sin 二 lzjsin 过， 
910 设 了 ,gE€ CLa,j; 证 明 分 部 积分 公式 ; 
[ fe)8 Cdr = fryg a) — |f' Cog 
提示 :利用 Leibniz 公式 LFCrgCr)] 1 一 (Cx)jgtr) 士 
fr)g' (Cx). 
911 证 月 CC 一 nn 一 1)…n 一 证 D/AE! 一 0. 
提示 :利用 (a 十 一 DD 一 100ar bt 
8.1.3 证 & = 0 之 方法 
原则 上 ,任何 等 式 一般 总 林 能 化 为 一 0 的 形式 ,因此 .证 wa 
二 0 之 方法 有 基本 的 重要 性 . 以 下 四 种 方法 是 特别 值得 推荐 的 ， 
《iD 不 等 式 法 :证 #z 六 0 且 z# 扫 0. 
《io 极限 法 ;证 |#| 所 XY i 守 1) 而 x 一 0. 
CD) 微分 法 ;证 一 0 昌 对 某 个 ao 有 kro) = 二 0, 
Giv) 积分 法 :证 | wdz = 0( 假 定 w € Cra,b]). 
其 中 Gii) 是 最 重要 的 方法 ,将 在 下 节 中 专门 讨论 , 对 其 它 几 
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sin 


种 方法 例 释 如 下 , 题 905 就 是 应 用 方法 (0) 的 例子 . 其 次 考虑 方 
法 di), 这 种 证 法 往往 能 引人入胜 . 

912 设 fEC[0,1] 且 | C0) 所 和 Cr 0) ,7(0) 
二 0, 证 明 f(z) = 二 00 < 之 z < 之 1). 

证 ”到 定 zz 后 0,1) ,由 中 值 定理 ,有 《0,2) ,使 f(x) 
二 2) 一 A(0) 一 工 广 (zi 同 理 有 -zs E (077 俩 Fr 一 
Ti za 从 而 | zi 和 Fr 反 姑 ECGz|. 如 此 继续 ,得 
出 > 六 0 使 得 | | 入 zfCrd1l. 因 了 
在 [0,1] 上 有 和 界 , 奢 x"f(zx,) 一 0, 因此 f(r) 一 0. 

对 于 王 题 , 若 不 用 极限 法 而 直接 证 明 fx) 一 0, 丽 怕 不 易 ， 
你 不 妨 一 试 ! 

转 而 看 应 用 积分 法 的 重子 . 

913 设 f€ CEas 杂 | fz)dzx 一 0x > 9, 证 明 
rz a 0. 

证 “由 条 件 推出 ,对 任何 多 项 PCz) 有 | PCz) :fz)dx = 
0， 取 一 致 收 全 于 f(z) 的 多 项 式 序 列 {PCr))， 由 


fz Cf(rydzx 二 0 推出 
[r rdzx = | limP, (xy fr)dxr 
一 lim | P, Cr) rdzr = 0,， 

因此 /ir) = 

方法 Civ) 中 的 | tx)dx =0 可 换 成 | 17tx} dz = 0( 但 不 
能 换 成 | f(z)dzx 二 0 ! ) ,不 过 后 者 未 必 更 易 证 些 . 

方法 Civ) 的 一 个 拓 广 是 ;次 要 证 a = 00 过 i 过), 则 内 需 
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证 > ya = 0. 

914 设 4 是 # 阶 对 称 实 乱 阵 ,4: 一 0, 证 朋 A 一 0. 

证 ”了 到 定 2 雪 ! 委 人 设 4 一 (ao 则 由 an 一 ci 与 人 4 
一 站 得 出 

0 = tianan > 


因此 aa = O01l < sn 从 而 4 一 D, 


8.2 用 微分 法 江 等 式 


| 


如 你 所 熟知 ,证 (x) = 二 Da 之 之 四 可 归于 证 
六 (Cr =0 Tr HF) 0 x EE (Ca.8)) 
(8, 2. 1) 
这 就 是 用 微分 法 证 等 式 的 基本 原理 . 这 个 原理 如 此 简单 , 且 
被 如 此 广泛 应 用 ,以 至 其 使 用 步骤 已 完全 标准 化 ,可 概括 如 下 : 
(i) 将 要 证 等 式 作 和 通 当 变形 与 简化 ,写成 fx) 一 0ia 之 工艺 
四 ) ,务必 使 fx) 尽 可 能 简单 以 便于 求 导 . 当 等 式 含冤 个 参数 时 
庶 以 最 有 和 的 方式 确定 自 变 量 >. 
《io 求 出 z ,使 六 xzo) = 0 通常 用 观察 法 ). 
iii 求 出 《x) 并 证 明 产 (zy 一 0Ca 之 过 的 ). 
若 仍 不 饭 断 定 产 (z) = 0, 则 进而 转化 成 证 ， 
r= 0 TA) = 0 EE (ab)y 
(8.2.2) 
必要 时 人 尽 次 考虑 更 高 阶 导数 , 怡 如 在 7. 2 中 证 不 等 式 时 所 
作 的 一 样 ， 
如 果 要 证 者 为 rz 一 eta 之 zz 之 上 ; 则 以 上 所 述 仅 需 稍 许 
修改 即 可 . 
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8. 2. 1 ”初等 恒等式 之 证 明 
关于 初等 函数 的 许多 恒等式 可 用 本 节 的 方法 作出 很 简单 的 
证 明 ， 
915 没 丰 十 六 1, 证 明 
ArCSINz 十 arcsiny 一 arcsin(z v1i—y 十 学 ww 一 六， 
(8. 2, 3) 
证 ww 一 1 时 (8.2.3) 显 然 成 立 . 固定 yEE (一 1411);: 在 |zz| 
< v1 一 y 上 考 虚 函数 
fr) = arcsiny 十 arcsiny 
一 arcsintr v — y+y wi 2). 
显然 (0) 二 9, 余下 的 事情 只 是 验 明 : 
Fr 一 1 “yry vr 
“IT# Mi /Ty y /I 
1 [ IIIT zy 
v1l—2 VT 一 zxy)* 
916 证明 arcshx = 二 Intz 十 V1 二 xX)(r| 过 co). 
证 令 f(z) 二 arcshz 一 ln(z 十 v1 二 Xx), 则 (0) = 0， 


1 1 
fF' (xr) 一 一 
wT 十 对 v1 zr 


你 一 定 有 兴趣 去 证 下 列 等 式 ， 

917 证明 aresinz 一 arctg(zx/ v1 一 xD(|z| < 1). 

918 ”证明 2arctgz 一 atretgL27AC1 一 zy|(|x| < 之 1). 

919 证明 arcshx 二 arcthlx/ vvT 十 天)(x| < cc)， 

920 证 明 2arcthz 二 nL 十 T/A 一 < (| < 1. 

8.2.2 某 些 非 初 等 函数 恒等式 之 证 明 

一 些 含 由 积分 或 级 数 表示 的 非 初等 函数 的 恒等式 通常 用 微 
分 法 证 明 . 
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一 0 


二 0, 


921 设 /CD = | GdnDr-dz 证 明 | :ed = fce) 一 
Fle) (zx > 0)， 
证 令 FCr) 一 上 edt 一 ren + fe) ,NM FC) = 0， 
A 一) 一 0, 因此 要 证 等 式 成 立 . 
922 设 fx) =[ a 十 上 Jnzdt, 证 明 f(x) 上 rz 1) 一 
2 + nx > 0), 
证 令 FCOD)=fD) + Fr) 2 nr, 则 FO) = 0, 
Pr = fr) f(r) rn 
lnz ，1 lnz lnx 
ztl rTta! zc 
以 上 两 题 均 可 用 积分 的 变量 代 撞 法 证 明 , 你 可 加 以 对 照 . 用 
微分 荡 证 即使 不 更 简短 .也 有 完全 规范 化 的 好 处 . 
923 设 [(a) 一 | eaz, 证 明 Plat 1)} = alT(a)(e > 
0)， 
证 令 Fo 一 Ta 十 1 一 eay, 则 
ff) 一 1C2) 一 Gy 一 一 [ce “Jdr = 0 


1 (a) = | zie lnadz 
1 


一 xe "nr 


一 | ed 1 Inz| dr 
, 3 x | 


一 一 二 | eax 十 言 | ze-*Inzdr 
下 JJ 6 3 


a 
= 二 [Lt Ce 二 1) — Le), 
由 此 得 出 产 (四 二 (a 十 1) 一 To) 一 al (Gay =0, 因 此 (a) 
一 0, 
924 设 7z) 一 > oraz" 证 明 Fzy 十 ia) 
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lInxintl — xXx} 一 0 1 

证 舍 Fezy 二 zw 十 7 一 x 十 lnxin(t] 一 (0 
DD 因 f CD = Dn = nl) 0Ar 人 1), 
故 
KZ》 一 六 (一 2 十 nt o£) eo (~ rinr 

一 也 
注意 到 亚 /6 一 > nm 一 /01) ,似乎 应 指明 FI) 一 7C1) ,但 
(1) 无 定义 ,不 过 ,可 用 极限 代替 ， 
FEmR《z) = f(1) + fA(0) 一 limlnzin tl 一 工 ) 


= f(D + limzmz BU fo). 


925 设 Flz) 一 习 Te/Ga :wn1), 证 明 [ fC)dt = zf(z) 
一 十 区 十 1 

证 令 FGD) = [fd fC) + ez—1, 则 ECO) 
一 0. 因 万 (zy 一 ol 一 (人 一 rz, 放大 Cr) 一 一 
tt) 二 一 1 二 0; 加 此 F(z) 三 0 

注 “上 题 亦 可 通过 变换 级 数 >，， za ， Ca 十 1)1( 一 
[ca 来 证 明 ,但 不 如 用 微分 法 直截了当 . 

8. 2.3 “” 某 些 积 分 等 式 之 证 明 

积分 等 式 之 证 明 是 一 大 课题 , 较 全 面 的 讨论 将 在 8.5 节 进 


行 . 此 处 只 考虑 那些 直接 用 微分 法 证 明 的 积分 等 式 ,这 种 情况 很 
容易 被 忽略 . 首先 看 一 个 简单 例子 . 


926 设 广 EE Cla,85]， 证明 | readz| fewdy 一 


[| Feedz] 
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证 以 z+ 代 等 式 中 的 5, 作 次 数 
pen = | fr] /dy 一 了 TreooT , 


则 一 oO 二 ok 一 Ace rod 一 0 因此 
UZ) 一 Ca 委 工 妆 间 ,特别 上 (2) 一 0 这 正 是 所 要 订 - 

信 得 注意 的 是 ,上 是 要 证 等 式 两 达 并 非 变量 ,似乎 无 从 应 用 
微分 法 . 但 转化 为 证 

| reod| yooay = 十 [roe] ca < 二 月， 

之 后 ,用 微分 法 就 很 自然 了 . 以 x 代 5, 看 来 是 * 略 施 小 技 ”, 但 很 
快 解决 了 问题 . 从 下 面 的 例题 中 你 将 进一步 看 到 ,以 上 简单 做 法 
非常 有 将， 

927 设 广 & CLa,51, 证 明 

| fcodz| ropauy Kendz 一 二 [| rcoaz] 

证 仿 题 926 之 证 , 令 

FCz) 一 [ra feway fs)d 一 六 [rou , 
而 FCa) = 0, 
won = of oway| oes] ee Se evar] 


2 
a ed 了 


= fn) Fodd| fody 一 £2 [oa 一 0 
(利用 题 926) ,因此 FC(8) = Fla) 一 总 
928 ” 设 fE CCa,bj, 证 明 
| fisyae] Ferd fodz, = 了 [feedz] 
提示 :微分 一 次 并 用 上 归纳 法 . 
现在 你 能 解 对 应 于 题 928 -- 928 的 类 似 问 题 . 


929 设 fec[a,b] ,证 明 | faz | fen fs)ds = 


于 [feryax|. 


930 设 了 ECrao 证 明 
| s| fz)dz = | @ ~ YF Cr) dz. 
Fir) = [af ay| redz 一 了 | Cr CO— Fd, 
则 | 
pr Cx) = ay| fds — | ze ~ Df de 
Fr(x) = | fee 一 [fa 一 0， 
这 与 Fa) 二 Bay = 二 0 一 起 推出 F004) 二 0. 
注 ”和 若 利用 题 558, 则 上 述 证 明 中 不 必用 L(x). 
用 归纳 法 ,你 可 解 类 似 的 问题 ， 
931 设 了 ECra,ol 证明 
b 2 321 1 
ja dz Hx)dr, — to 11 
932 设 广 CLa,514, 证 明 
am) dr], fea = wT) fe 


上 


CB 一 工 Fr dr. 


《 
站 证 b 
| dz| (TO yy f(y) 一 1| (po— zf ix)dzr. 


证 令 F(zx) 一 [arf G 一 Goydy 一 二 | 一 
站 Fe 本, 则 
过 80 


PKzry 一 fe yf dy— | iF)dt = 0, 
因此 己 (5) 一 下 (aa 一 人 
934 设 下 EE CLa,5], 证 明 


Dende = £08) 


;| Cr a rtrder. 


. Fla) + fr) 


证 SFr) = [fd (x — a) 2 


2 


| ce DE ad fd 
2F' Cr) = Tx Oo fa) 《和 af iry 
+ fe — fd 
2F"(z) = tf) Cr f(r) = 0, 
这 与 F(a) = 六 (a) = 0 一 起 推出 FC8) = 0. 
注 “二 题 直 接 推 出 题 784,786 中 的 不 等 式 , 且 提供 了 更 精 
确 的 信息 - 


8.3 含 箱 导数 的 等 式 之 证 明 


给 定 函 数 z 一 z(x,y)( 它 由 显 式 或 隐 式 给 定 ), 了 验证 z 满足 

某 个 “ 偏 微 分 方程 ” 
下 人 yd 8B, 3,1) 
的 问题 是 微分 学 的 基本 演算 之 一 - 最 常规 的 方法 是 ,逐一 算出 
(8. 3. 1) 中 出 现 的 所 有 偏 导 数 , 然 后 以 之 代入 (8. 3. 1) 验证 其 为 
等 式 . 这 样 的 这 算 可 能 繁琐 ,但 鲍 无 实质 性 困难 ,对 于 这 类 问题 
看 瑟 是 无 话 订 说 了 . 然而 你 可 能 会 琢磨 :能 和 哲 免除 偏 导数 计算 ? 
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本 节 正 基 要 告诉 你 ,至 少 在 某 些 特殊 情况 下 .这 是 完全 可 能 的 . 

8.3.1 全 微分 法 

你 头 微 积分 学 中 得 知 ,= = z(x,y) 的 全 微分 ,不 过 是 dz 一 
=.dr 十 xdy 这 一 简单 表达 式 而 已 . 实际 上 ,全 微分 是 微 积分 学 
中 最 微妙 .最 难以 近 摸 的 概念 之 一 , 有 许多 方法 检验 你 从 微 积 分 
课程 中 是 否 获得 对 全 微分 概念 的 正确 理解 ,其 中 之 一 是 :你 能 确 
认 dz 是 xyy*dzsdy 的 “四 元 函数 ” 吗 ? 不 管 你 曾 否 这 样 认 为 ,从 
现在 起 你 得 接受 这 一 看 法 , 它 完 全 正确 + 但 我 们 没有 篇 幅 详 谈 ， 
那么 这 种 理解 有 什么 实际 好 处 呢 ? 这 就 是 ;可 以 完全 按 自己 的 需 
要 去 指定 dz,dy 的 值 . 你 必须 记 住 ,如 同 rz,y 一 样 ,dx,dy 也 是 
独立 的 变量 ! 

若 方程 (8. 3.1) 只 会 一 阶 导数 且 对 zx,,z, 是 线性 的 , 则 它 可 
宕 成 ， 


UT Ye 二 lr = er, yz). (8. 3. 2) 
男 一 方面 ,在 等 式 dx 二 zdz 十 xz,dy 中 不 防 取 dx = a(lx,y,2)， 
dy 二 p(tx,y;x) ;从 而 


az; 十 br, — de dv (8.3, 3) 
比较 (8. 3,2) 看 出 ,= 满足 (8. 3. 2) 当 且 仅 当 
dz |araays —= Cr ys). £8. 3. 4) 


这 就 得 到 证 明 等 式 (8. 3. 2) 的 如 下 方法 : 

G) 对 给 出 = 的 表达 式 求全 微分 ; 

4 以 dx 一 a,dy 二 上 代入 ,整理 化 简 后 得 出 所 要 证 的 等 
式 . 

此 方法 中 最 有 具 戏 副 性 因而 易 引 起 争议 的 是 第 (Gi) 步 , 实际 
上 ,这 一 步 没有 任何 神秘 之 处 ,问题 在 于 对 全 微分 概念 应 有 真正 
的 理解 ， 

现在 你 该 实际 体验 一 下 上 述 方 法 的 效果 了 . 下 面 假定 涉及 
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的 画 数 有 足够 的 可 微 性 . 

935 设 z 二 (ri 小 yjarctg(l7 YT 十) ,证 且 yx, 二 
XE 

证 将 <z 表 为 xz 二 ftx* wy. 则 

dz 二 27 Cr yrdr 二 ydy). 

以 dx 二 ydy 二 一 工人 代入 得 yz 一 zz 二 0, 怡 如 所 要 证 . 

注意 上 上 题 中 了 的 具体 表达 式 不 起 任何 作用 .着 详细 瑟 出 z,， 
xf 你 试 试 看 4) ,是 很 麻烦 的 , 以 下 儿 题 属 类 似 情 识 . 

936 设 z 二 (arctgrxyse™") ,证 明 xz 一 yz,. 

提示 : 耻 写 为 2 一 XY). 

937 设 s 一 .sinz 一 giny) 十 siny, 证 明 &,seczt 十 zsecy 
=1. 

938 设 z 一 y/ 了 (tz 一 证明 IR 二》 2 二 zy 

证 对 等 式 zf 二 yy 微分 得 

fdz 2ztxdr — ydy)f' = dy. 

以 dr 一 x idy 一 yy! 代入 ,整理 后 得 折 要 证 . 

939 设 z = yftx 一 证明 yiz, -FF TY 一 XT 

940 设 z 一 eyexpfrar2y8) 证 因 ( 一 yD)z, 十 Ty， 


证 令 二 /27 ,微分 等 式 e *z 二 Fe 得， 
ez — zdy} — etd, + ydu} ff tye'). 
以 dr 三 工 一 ydy 二 xy 代入 ,上 式 右 端 成 为 零 , 王 是 

Cr Yi ye, = dy | = CY, 

941 没 ar -5y 十 cz 一 rz 十 内 十 zi 天 2x 六 .证明 
{ey 一 有)3 十 《eg 一 Er)2 hr — ay. 

证 令 一 和 十 彤 十 2 微分 ar 十 十 cz 一 Fe 得 : 
adr 十 bdy 十 cqz = 20rdz 十 dy 十 2ds) 疡 (Ca 


293 


以 dr=ecy— bedy 一 az 一 人 代入 上 式 , 整 理 后 得 
[ec 一 2z 六 (fay — br + de) = 0, 
因此 ”dz = Bz 一 ay 此 即 所 要 证 ， 


你 能 类 似 地 解 以 下 几 题 . 
942 设 芋 十 曙 十 全 一 osf 1 六 (zf/Y) 也 2z, 证 朋 
《2 一 多 一 和 ws 十 2zrygzw 一 2272。 


943 ”证 焉 (一 ?337 一 zz 一 ) 一 Fi 天 有 证 明 > 
十 之 ,二 1, 
944 设 Ftw 一 Zu 一 yu 一 gz) 二 0.f' 二 Fo 二 F'，, 
六 0, 证 明 x 十 YY 一 2 We 二 要 
证 微分 tw 一 rw? 一 yw 一 2.) 一 刁 得 
CF 十 五 十 有 adz = Frdzr tt Fydy + Fizdg. 
以 dz 一 dy 一 dz x ! 代入 即 得 所 要 证 . 
945 设 4 一 7 一 Ey 上 过 ) + 72 yx 二 f(y 一 
之 一 XX) :证明 十 ,十 二 之 yz. 
8.3.2 齐 次 函数 法 
若 zfkz,y 是 ax 次 齐 次 函数 :aczsty 一 fwtxz,y); 则 对 此 等 
式 关 于 上 求 导 后 轩 上 一 1 得 出 ， 
Tus TF Vy 一 (8. 3. 5) 
Zin 十 LT yyy = afa — 1)u. (8, 3. 6) 
在 这 种 情况 下 ,为 得 出 等 式 (8,3, 5)(8. 3. 6) 不 仅 不 必 求 出 偏 导 
数 , 甚至 不 必用 到 w 的 具体 表达 式 . 将 此 方法 稍 作 推广 ,可 解 如 
下 更 一 般 的 问题 ， 
946 设 gCr,y) 4( ,5Q) ,C0f) ,a(0) 是 可 微 函 数 ,all} = 
501) 一 1 uatt)rbt) yy) 一 cacryy) + ait, 上 明 
a’ Cl)za, + BOYyu, = ec’ Cu dad' Cv. 
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证 ”对 所 给 等 式 关 于 + 求 导 后 置 二 1 即 得 . 

在 具体 情况 下 应 用 上 题 证 法 的 关键 在 于 写 出 一 个 适当 的 含 
的 恒等式 . 且 看 一 些 例子 . 下面 仍 假定 可 微 性 条 件 总 是 满足 的 . 

947 设 坟 二 x 了 (yr) ,证 肯 x 二 238， 一 jd. 

证 ”只 需 指 出 CrPy) = 二 w(x yD) 

仿 此 , 你 不 难 解 : 

948 设 # 二 xyarcsin[xy /AACr? 十 yj, 证 明 2x4; 十 yu, 二 


3 

949 设 吉 二 wr yy ie 证 卜 sz 十 ayu, 十 Per。 ~=: 
nu. 

提示 ;利用 wtfzrvfy tie) 二 W(X YT) 


950 设 w 一 nCwz 十 Wy) ,证 明 x i yu, 二 1/2. 

证 只 需 指 明 aCexyty) 二 w(x,y) 十 Slnile > 0)， 

951 设 # = zyz nz 十 -rr zz 证明 as 十 3 
十 us 一 六 十 工 ?2 1 

提示 :利用 (Exify 2) 二 A(T ye) rys ni > 0). 

952 设 z 一 ?iy iC(rt ynfry/trt wr yry 
六 07, 证明 十 uy 二 工人 yr 十 yy) 一 2a. 

953 设 z = (mL3z) 一 gxy) ,证 明 zi 一 Ty Oy = 


证 ”注意 «满足 wG r,ty) 二 (yi/3z) 十 GLzy), 这 明 不 
能 归 入 题 946 的 情况 ,但 那里 的 刘 法 完全 可 移 用 于 此 . 

将 题 946 的 证 法 推广 于 证 舍 2 阶 偏 导数 的 等 式 是 很 窑 易 
的 ,以 下 两 例 可 作 说 明 . 

9%954 设 # 二 ty/2) 十 <gCyAr) 证 明 二 十 2xzoetss 十 
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证 国 xzgtrst 二 At 十 BB,A,B 与 1 无 美 , 放 对 +t 求 导 两 
次 后 园 + = 二 1 得 出 所 要 证 . 

955 设 # = 二 fy/z) 十 zgly/2) ;证明 满足 8,3.6) 

证 ” 介 组 成 4 的 两 项 分 别 为 a 次 与 1 一 a 次 齐 次 遂 数 , 故 咨 
满足 C8. 3.6), 因 此“ 亦 必 满 中 58. 3. 6)， 

若 u(z,y) 由 基 个 隐 男 数 方程 给 定 , 则 须 经 仔细 观察 才能 确 
定 站 是 否 具 其 种 * 齐 次 性 ” 

956 设 Ftr 十 wy ly 十 Wx!) 一 0, 证 明 zw 十 yuy 二 
一 Ty 

证 令 v 二 十 网 FO/y w/zT) 一 0, 这 推出 wtr ty) 
汪 20CT19), 牙 xv, 十 yo 一 0， 以 wv 二 ww 十 xy 代入 即 得 所 要 证 . 

957 设 工 二 wfCy/W) ,证 明 watiyy 一 wT 十 天 0). 

证 ”如 同上 题 之 证 ,可 由 齐 次 性 得 zu, 十 yw, == u. 进而 有 
Xi yy 0TH 二 ytyy 二 0. 当 工 十 了 关 0 时 必定 tsty, 
一 wi, 

958 设 民 二 wiv = wz = Av fr ye) 一 站 ftc 
xs 证明 工矿 十 3 十 Po 十 DER + wh,. 

提示 :注意 FI) 二 了 (iv ,fw ). 


8.4 中 值 公 式 之 证 明 


本 书 已 不 止 一 次 提 到 微分 中 值 定理 了 . 对 于 中 值 定理 的 重 
要 性 ,你 从 微 积分 课程 中 大 概 已 获得 足够 的 认识 . 尽管 如 此 ,你 
对 这 个 定理 很 可 能 仍然 喜 优 参 平 : 它 引 出 一 系列 称 为 * 中 值 公 
式 ” 的 问题 让 你 伤 透 脑筋 . 不 过 ,你 读 了 本 节 之 后 会 轻松 许 凶 . 

中 值 问题 的 一 般 提 法 如 下 :; 纵 定 [Fa,5j 圭 的 葬 数 了 (xz), 证 明 
存在 上 E (a,8) 使 得 Fe) 二 0, 上 是 某 个 与 六 有 美的 表 计 
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式 , 茜 玉 仪 含 产 (人 ,出 通常 六 Rolle 堂 理 Lagrtnge 或 Cauchy 
中 上 什 定理 来 证 明 ; 若 下 舍 产 愉 ) 或 更 高 阶 的 导数, 则 可 考虑 重复 
运用 Rolle 守 理 ,Lagrange 中 便 和 定理 ,或 者 应 省 Taylor 公式 ,下 
面 分 三 种 情况 加 以 说 果 ， 

8. 4. 1 应 用 了 Rolle 定 理 

本 段 候 定 了 ,gE Cla.5]y 昌 fg 在 (la; 内 可 微 , 我 们 从 一 - 
个 典型 的 例子 开始 ， 

959 设 gtx) 关 0 三 TT 近 说 ,证 朋 导 SE (a,b): 
TOO Fa) 人) 
ECD 一 下 人) g' EY 

证 法 分 析 ” 待 证 等 式 有 点 象 Cauchy 公式 ,但 细 察 之 后 ,你 
会 明白 Cauchy 公式 是 用 不 上 的 , 最 好 是 将 等 证 等 式 变换 成 

Fg CE 十 六 ( 人 有人) — fog CS — fF (gd) 一 0. 
这 就 看 出 ,要 证 者 为 凡人 一 0, 此 处 gz) 一 (rye(tr) 一 
了 lag(r) 一 了 lr)g(l5). 依据 Rolle 定理 ,余下 的 事情 只 是 验证 
Pa 一 一 eg() = yp(b) 时 了. 

以 上 证 法 可 蚂 纳 为 以 下 一 般 模式 ， 

(1 适当 变换 待 证 等 式 , 使 之 能 表 成 Ww (5 = 0,P 是 由 观察 
确定 的 钞 数 . 

(ii) 验证 3a) 一 gx5). 

(ji) 应 用 Role 定理 推断 有 € ta.5) 使 gC) 一 0. 

实际 上 只 有 步骤 (i) 是 关键 的 ,通常 也 是 难点 所 在 . 至 于 
(it 往往 是 "例行公事 ”而 已 . 

960 ”证明 3 *E C0.b) :f(g Crd 一 ze)| f(yde. 

7 | gird 十 (| frdr — 0, 
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则 你 较 易 看 出 它 相当 于 9 55) 一 0.p(z) 一 [far | “gDdz. 余 
下 的 事情 就 很 简单 了 . 

961 设 /ay = fb) 一 0, 证 明 3&€ (Cab)f (二 
Féyg' KE) = 0. 

证 ”此 题 难 处 在 于 不 能 求 得 (rx) 十 并 x}g' (x) 的 原画 
数 . 但 者 将 要 证 等 式 改 写成 es 全 [ 产 (十 了 (Syg' 6)j] 一 0, 则 立 
即 看 出 应 取 gw) 一 reso 然后 用 Rolle 定理 . 

在 上 题 条 件 巴 ,类似 可 证 本 和 E (ap 一 
27 (8)g" (FY), 

962 设 a 世 cb Aa) Darrcyc 0 证 明 习 二 
和 《es :六 (5) 一 Fe)， 

提示 ;指明 有 a 之 aC 之 fC) 一 了 了 (CB) -0 然后 对 
PT) 一 ec) 用 Rolle 定理 ， 

963 证明 广 义 Rolle 定理 ;着 了 (x) 在 Ca,2) 内 可 微 ( 一 ce 
bb co) ,limf x) = limf《x), 则 JEE (Cab. f(t) 一 
0. 


证 ”. 取 (0,1) 上 的 函数 (2, 使 J 人) 一 aG 一 0),g(2) -b(t 
一 1).9 (0) > 0( 这 样 的 8 容易 直接 构成 ). 令 gG) = FPC) ， 定 
义 Bt0) = g(1) 一 limf(z), 则 Ir € (0,1)18'(r) = 
Fpr) yg 
C7) 二 0. 于 是 = (7) 后 (ab ,fF) = 0. 

964 设 了 zx) 在 [0,220) 上 可 微 ,0 所 (x) 二 AL 十 22)， 
证 明 3 $ 半 0:6) 二 0 一 训 )j(l 十 如) 

证 ”关键 在 于 看 出 tx/ (十 0)' = (1 一 x/ 十 和 3， 
这 样 就 知 应 令 plz) 二 (x) 一 < 十 2 然后 应 用 广义 Rolle 
定理 . 
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若 要 证 等 式 含 "(5) ,出 可 能 要 两 次 应 用 Rolle 定理 , 亦 训 
能 要 对 户 (zy 用 Rolle 定理 . 以 下 没 了 x),g (x) 在 La,5] 上 两 次 
可 微 . 

965 设 fia) 二 了 (6) 二 gia) 一 0, 证 明 jE (Cab): 
PegCE) 十 2 (ES (6 + Fe"(t) = 0. 

证 . 待 证 等 式 可 写成 人 WC($) 一 0.8zr) 一 /(x)jg(x), 因 
Fa) 二 DD) 二 多 (4) 一 0, 必 有 # E€ age) 一 人 再 在 La， 
c] 上 对 w(x) 用 Rolle 定理 即 得 所 要 证 . 

9366 设 Fa) = 二 (0) ge) 一 (证 明了 二 ECa,5): 

Ft) g"(é) 
FE fla) (6) — gt) 

证 ”将 要 证 等 式 改写 成 : 

Og) 十 2 疡 (8 (ED 十 FE gE 一 FE gb) 一 
Jajg "0E) 一 0， 

即 看 出 应 令 qx) 一 Fr)gCz) 一 /Aryg (6) 一 fla)g(x). 不 难 
验证 9 (a) = ¥ (5) = 0, 于 是 对 VW Cx) 用 Rolle 定理 得 所 要 证 . 

967 ” 设 过 点 (a ,fCa)} 与 (8,A(5)) 的 弦 与 ?= 了 (lz) 相交 ， 
证 明 3j &E€ (Ca,0) (#6) 一 0., 

提示 :指明 g(x) = Cx) 一 f(a) [78) 一 了 ay]te 一 
qT1(z 一 9) 在 La,5] 上 有 三 个 过 点 . 

968 设 A7) 在 La.8] 上 次 可 微 ,a 二 之 之 
二 bz) 一 00 和? 起). 证 明 j SE€ Ca)"m(E) 二 0. 

8. 4.2 应 用 Lagrange 或 Cauchy 中 值 定 理 

本 上 段 中 设 ,g ECLa,8j, 目 fg 在 (a,5) 内 可 微 .车 待 证 等 
式 Fa:2 二 0 中 不 含 # 的 部 分 可 表 为 [F765) 一 Ca) ji[g (8) 
一 Sa)], 则 你 会 意识 到 该 用 Caushy 中 情 定 理 了 ,而 当 gtx) 一 
工时 则 是 用 Lagrange 中 值 定理 ， 


= 27" (ft)g' (6). 
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969 设 0 达 a 之 5 证 明了 EE (as 一 f(a) = 
éF! CE nea). 
证 ”将 售 sa.2 的 式 子 移 宇 一 边 , 要 证 等 式 为 : 
TB) 一 Cay FE 


lnb 一 lna 二 1” 
故 知 对 了 与 g(x) = jnz 用 Cauchy 定理 即 可 . 
970 设 0 之 a < 之 5, 证 明 3 人 SE€ (asb)sber 一 ae = (一 
a) (1 — tet : 
提示 :对 xz) 一 Tie",g(3) 一 工 -1 用 Cauchy 定 理 . 


971 设 0<eas<B 全 明了 习 过 后 CA ; 


— aeF’ (£) — fe)]. 

提示 ;这 是 题 970 的 一 般 化 . 

972 证 明了 本 有 区 (ao 一 afla) = (6 ~ 
a nfté) + éF" Cé)1. 

提示 ;对 了 (x) 应 用 Lagrange 中 值 定理 . 

若 要 证 等 式 含 两 个 中 值 #,7, 则 多 半 是 对 两 对 函数 (7 .g) 与 
(fh 分 别 用 Cauchy 中 和 慎 定理 的 结果 : 


| [i 
= 
[Feay ft8) 


-By _ fp 
Lgcth) 一 g(ay] sr 一 Fp) 一 fa) 
0) 
= [ho — hia)] 到 6 (8.4.1) 
973 设 0 过 a 之 5, 证明 3&7 和 (are = 
a 二 thy, 
7 A cn, 
证 ”将 要 证 等 式 改 写成 : 
(Bo— af (Ee) = (Hh — a:) LD. (8, 4. 2) 


27 
由 Lagrange 中 导 定 理 , 有 EE (ab 使 BEB 一 了 ay 一 《一 
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杂记 从) 站 汕 Caucky 中 值 定理 ,有 ?EE fy 后 0) 一 f(a) 一 
(一 40 了 O97727. 人 这样 的 5,3 正 满足 (8. 4. 2). 

974 设 0 芝 a 区 Da 之 工 世 所 ), 证明 3 ,9 万 
Ca apt — ay nb/a) = YF C/EF (FY). 

提示 :和 将要 证 等 式 化 为 (8.4. 1) 的 形状 : 

《lne 一 lra} A = (hl a) £0. 

省 三 个 中 值 的 情况 可 类 似 处 理 ， 

975 设 0 二 sa< 到 5 证 明 习 S96 Gab) :28- CE) = (C0: 
OO Ff CN) = A408 — a Cn e/a), 

证 “将 要 证 等 式 改 写成 ， 

za 


Cb: — a') 人 = (nb ~ lna) < 局 
与 (8. 4. 1) 对 照看 出 ,平行 地 应 用 三 次 Cauchy 中 值 定 理 即 得 所 
要 证 ， 

你 来 解 类 似 的 问题 ， 

976 设 0<a 过 5, 证 明了 ,9,5E (a8;37' (08) 二 (a: 十 
a to = Bb VER /Ya + wb). 

38. 4.3 应 用 Taylor 公式 

设 了 ECz[Le:Bjlr 一 (ae 十 站 一 二 一 2)72( 和 参照 7.4)， 
Taylor 公式 

fr) = D+ Fr oy) A 一 人 

C8, 4. 3) 

本 身 就 是 一 个 中 值 公式 ,其 中 上 EE fo,8]:$ 介 于 x,y 之 间 , 通 
当地 选取 ,3?{( 通 常 取 z,? 为 =Bic 中 的 某 两 个 ) 代入 38. 4.3, 化 
简 后 可 能 得 出 所 要 证 的 等 式 ， 

%77 设 fce) 一 0, 证 明 3 SE (oD 让 (5) = [fta) + 
FP — a)’, 
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证 ”在 (8.4.3) 中 取 z 一 (上 士 上 ?一 5 得 ， 

Feeth)=+t fh oN he EE Cab). 
由 此 得 ha) 十 6) 二 2 0 二 让 (= 
是 介 于 8 与 之 间 的 某 点 (参考 题 832 之 证 小 

不 必 设 Feel 一 0, 仿 上 题 你 能 证 ， 

978 证明 3 #€ [a,8l:4[7ta) 十 7 一 28Kc)] 一 (一 - 
a mie). 

979 证明 $$€ [ae ,中 ,使 得 


证 在 (8.4. 2) 在 中 取 工 一 吕 然 后 两 边 对 ， 积 分 得 ， 

DG 一 aa) 一 ?| romdy 一 Fa) 全 一 a) 十 于 | rc 
一 3) dys 

[frar — (8 — 0) 4 =— 1/6 


TY Sd 
一 二 人 | Cb ad = 


a)s, 


6 — a)’, 
其 中 EE [ao] 入 积分 中 什 定 理 得 出 

980 证 明 习 # E [a.6]; | redz = Ba)f 十 
fr ， 
ar — a)i, 
证 在 (8.4.3) 中 取 Yy 一 (并 对 工 积分 得 : 
| redz = C6— ayftey 十 本 | fr eydzx 


= (6 ~ afle) + 多 


最 后 一 步 的 理由 如同 上 题 之 证 ， 
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(bay), 


981 设 广 ECafa,5], 产 (ec) 一 0 证 明 习 二 各 Ce :的 :7 (#6) 
一 24[F (6) 一 了 Ca 人 一 Ga 

证 ”用 在 之 = 二 c 展开 的 3 阶 Taylor 公式 : 

fle 土 有 ) 二 fe) 十 训 CO) 本 十 Tf" CG hb € Cusb); 


1 b ” wm 
FY fa) = Er (ED) FE = op 8), 


24 
SE (Sf+), 


982 设 了 和 Casb ec) 一 700). 证明 j 人 EeE (uD): 
1" (6) —— 247" | “| (5 一 a) -2 


上 


担 示 :如 同上 题 息 在 工 一 上 展开 的 3 阶 Tayior 公式 ， 


8.5 积分 等 式 之 证 明 


你 对 证 明 积 分 等 式 诬 不 陌生 ,例如 在 8.1,8.2,8.4 节 中 就 
多 次 过 到 这 类 问题 . 本 节 主 要 考虑 那些 适 于 用 积分 学 本 身 锡 方 
法 证 明 的 积分 等 式 . 

8. 5.1 定 积 分 问题 

设 要 证 明 积 分 等 式 : 

| Aerodz 一 | giryder, (8,5.1) 

可 考 起 如 下 证 法 (参考 8. 1. 1): 

(GD 变换 两 积分 之 一 ,如 | Acadz, 利 用 变 基 代 换 、 分 段 积分 


或 分 部 积分 等 手段 (多 六 要 综合 直 使 月 ) ,将 其 化 为 | gCz)dz. 
GD 分 列 变 换 (8.5. 1) 之 两 端 使 之 化 为 相同 ， 
最 好 以 例题 来 说 明 . 下 面 假定 所 出 现 的 积分 背 存 在 ， 
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983 证 明 | F(z)dzx 一 34| [Fez) 十 f(a 十 56 一)]idx( 参 
照 4. 2. 2). 
证 首先 将 要 证 等 式 化 为 


| fea 一 [fe 二 5 x)dz. 


显然 ,上 式 右边 通过 代 换 上 = a 十 5 一 + 即 化 为 在 边 . 
984 设 < 一 (aa 十 有 [ce 十 x) 二 flc 一 xz), 证 明 


bh 日 
| Fxydx = ?| Arz)dz 参 腿 (8. 4. 8). 


证 ”只 要 证 [f(x)dz 一 六 reeaz. 为 此 仍 用 上 题 之 证 中 
的 代 换 了 一 和 十 五 一 工 一 25 一 二 

[feyaz = | rez — di = | rece 二 cad 

一 jc 一 上 十 门生 一 [far. 

985 设 a<r<bfr+r)= f(r xz), 证 明 | /xdz 
二 2| fz)dz 十 三 crydx. 

提示 ;类 亿 于 上 题 , 用 代 接 一 2r 二 

9%86 设 0 一 一 名 证明 | Anoaz = 
1 产 ap 位 本 
让 [re + 作 ， 川 2 jaz 

证 ”只 融 指 出 ,用 代 换 上 = a5/z 能 得 出 ， 

[ | 2] dx 二 | Fred 

987 证明/ 一 各] 昱 = [z+ 全 | 虹 (a > 0) 
证 ”首先 用 代 换 1 = x 变换 左边 积分 ， 
S04 


于 是 只 要 证 : 
[| + 和 | x [ A 十 2 c， 
为 师 , 只 要 对 上 式 右 这 积分 用 候 换 x 二 aijt 即 可 . 
988 设 4,6> 0, 积 分 | f(z)dz 收敛 . 证 明 
中 7 
证 令 y 一 az 一 Br 1 则 
| Fezodz 一 二 | opdy 一 到 | fn le 十 号 dz 
对 照 48. 5. 2) 看 出 只 需 证 ， 
co bi1? Ee | ?1dz 
中 [a 一 jax =6| fl (ax 一 | | i 
为 此 在 左边 积分 中 作 代 换 ax = /zz 即 可 . 
8.5.2 重 积分 问题 
涉 太 重 积分 的 等 式 证 明 题 经 常 出 现 这 样 的 情况 :等 式 两 端 
是 不 品种 类 的 积分 . 显然 ,具有 化 为 同类 积分 , 才 可 能 判定 两 边 


是 否 相 等 . 因此 问题 的 关键 在 于 转化 积分 . 你 自然 会 联想 到 第 五 
章 所 述 的 种 种 转化 方法 . 


ww _ 
989 证 明 上 f(z+wdzdy=| Ap vd 


证 “用 代 黎 上 一 工 十 ys 一 并 一 y 将 国 悦 十 妇 二 1 变 为 


圆 兰 一 ,出 半 二 2, 于 是 


A 一 加 Jar 一 | repadz {8.5. 2) 
到 站 


J fr ydrdy 一 方 I fer drds 


| i 
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二 
一 | fC) v2 — ted, 
990 设 a 计 0, 征明 


| |7e 一 2)dzdy = fy 2a 一 | ?dt 


证 “用 代 换 上 一 二 一 ye 二 工 十 ?了 化 正方 形 ]x| 所 a ,17| 


a 为 正方 形 lt| 十 1s| 志 24( 这 可 由 边界 的 变换 置 出 ), 于 是 
| J — ydzxdy 一 上 rudeds 
(+ rl 


= 二 人 ca ds 一 | Feyt2a — ltDdt. 
991 设 忆 是 简单 阔 曲 线 工 所 围 区 玻 关 是 工 之 外 法 天 ,入 w 
一 Hrs 十 rw 证 明 
| 十 wiydzdy 一 | ds 一 jwaray 
证 ”等 式 同 时 含有 二 重 积分 与 曲线 积分 :应 用 Green 公式 
是 不 可 避免 的 ， 
| Yds 一 | uudy 一 udr) 
一 ec), 二 Cuny), dzdy 
二 je 十 met 十 uu drdy. 
万 
注 上面 用 到 mds 一 {dy， 一 dzrl( 条 看 题 586). 
与 上 题 对 应 的 3 维 问 题 是 ; 


992 设 V 是 简单 闭 曲 面 S 所 围 区 域 ,x 是 5 之 单位 外 法 矢 ， 
2 各 中 ,证明 


sr 8 + a0 = [a as — | uAude. 
“¥ 由 四 
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证 “与 上 题 相 对 应 ,三 重 积 分 与 曲面 积分 同时 出 现 不 可 避 
免 地 导致 应 用 Gauss 公式 : 


| dds 一 es "rds 一 |= «Cu dr 
的 9 
一 ev + ws dr 
下 


用 全 样 的 方法 ,你 可 以 解 类 似 的 同 题 ， 
993” 设 V,S,n 同 上 题 ,w,w E ,证 天 


由 2 - “了 ds 一 ear — Hv drdydz, 
My 


994 设 V,S,n 同 题 992, 原 点 不 在 VV 车 仿 上 ,二 {ry 
zr 二 |r, 证 明 上 eosCr,n2ds = 2 和 | 宇 ， 
Ry rr 
证 ”代入 eeostr .由 一 rr 然后 用 Gauss 公式 : 
lees, A)dS = | -RdS 


Js 


8.6 条 题 


到 此 为 止 , 你 在 天 学 数学 课程 中 可 能 遇 到 的 等 式 证 阴 问 题 ， 
算是 大 体 浏览 过 了 .不 过 , 仍 有 各 式 各 样 的 等 式 证 明 题 不 能 归 入 
前 面 各 节 ; 它 们 的 证 法 各 异 ,本 书 已 近 尾 志 ,无 法 一 一 对 付 . 此 处 
仅 路 举 数 例 ,以 使 你 观 其 一 斑 

995 设计 2?, 证 明 

Intr 2) =2n0+4 2) -ln 1 Intr— 2) 
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1 | 2 im? 
十 | ， 
证 ”将 蓝 证 等 式 改写 成 
Sn 1 | 2 1 = Ja 《天 十 2 1): 
< 2 323 一 3 Cz 1 Cre 2) 
这 样 你 较 易 看 出 这 是 一 个 级 数 求 和 问题 令 人 Sy 二 2/ (2 一 37). 
并 用 6. 3. 1 中 的 方法 , 易 得 : 


Ss” yy linlty— Lln Cr toro 1) 

1 《2 一 1) 2 1L 一 y Cr D(x 一 2) 
| 

996 ”证 明光) - | | 23) irl 


证 ”等 式 两 边 痢 是 级 殊 , 难 以 直接 比较 . 现 考虑 左边 求 和 
后 再 依 z 的 寡 展 开 : 令 ?一 2zr3270l 十 7?)， 


me 1 2 
> > =~ lntl— 2) 一 jn 二 十 三 


1 一 工 
一 inCl + zr) 一 In(1 mz) 22) rn 一 1)， 
997 证 明 | zrdz = 之 
证 ”这 是 一 个 “积分 -级 数 "问题 ,通常 应 考虑 适当 展开 被 
积 落 数 然后 逐 项 积分 (参考 6. 4. 4) : 
1 "| 1 Ans 
| z+dzx 一 edr 一 | >. ic zinrdr 


oO ntl 


一 ) | ln Xdz = Ea re mg 


= 5S TtD) el 1 
9 nltn 十 e+ A 


998 设 f7) = 人 > aolzl ce) 0 2iaonl 收 
化 . 证 明 | ecCz)dz 一 Dy en!. 
证 “形式 上 看 ,这 似乎 很 简单 
| epaz 一 六 证 orerrdz 
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— Ea) we +dzx 一 Dy an!. 
. 问题 在 手 未 加 证 明 地 用 了 等 式 

- 上 Dy Ar"e dz = 5 | orerraz. 《3. 6.12 
用 微分 法 可 证 oem 0) 因此 are “所 anal, 这 推出 

> asdre 对 0<z< co 一致 收 化 ,于 是 
| 5 awerdr 一 Da) eda > 0). CR, 5. 2) 
x 由 | ze rdx < | rede 一 41 推出 48. 6. 2) 右 端 级 数 对 A 六 

v 0 


0 一 致 收效 ,因此 (8.6. 2) 两 边 可 令 有 一 20, 这 正好 得 出 (8. 6. 
1). | 


999 设 a,8 为 非 零 实数 ， 四 = ala lla 十 
& 十 六) aifp | lel 
DA 证 明 | = 区 站 :约定 [| 一 1 
证 利用 二 项 展开 式 (参看 1. 1) 
二 +z)* 一 三 :> (xl <, 
合 级 数 乘法 得 出 : 


十 
Sd 4a) 


-5 
= 3, 5 


“1 上 (|z| 一 1)， 
比较 上 式 两 端 得 出 所 必 证 . 
1000 设 a 这 0 证 上 明 y(r) 一 二 一 nf dx 0) 满足 


\ 央 ;| ln 一 此 |! 
o fa 二 2) 
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gay 一 二 coc 是 菜 常数 . 
证 ”首先 形式 地 写 由 


sxt 
”一 外 Fed 
en | 4 
六 一 一 上 dt. | 
利用 (8. 6. 4) 及 y 的 表达 式 得 出 (用 (1. 4. 6)) “ 
a 
余下 的 问题 只 是 说 明 :;Y zx, > 0,(8, 6, 3)(8. 6.4) 右 端 积分 关于 
z 全 2 一 致 收 敏 , (8. 6.3) 是 明显 的 ;对 于 (8. 6.4]) ,用 分 部 积 
分 : 
3 Fsinzr 1cosrt :4 #2 pcossct, | 
| At 一 21 | Ee 十 天 ?| 十 4 Xa 十 三 卫 di| 
A , BB 113 de > oo 
SA | TBD a 二 O04A,B )， 
由 此 得 出 所 要 结论 


